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[Ipenrosop

30upka Koja je mpes BaMa HACTaJa je Ha OCHOBY OeJsielku 3a BexkOe m3
npemmera Teopuja aseopumanma, jesuka u aymomama (KOJU ce M3ydaBa Ha
tpehoj romquum cryauja ma cmepy PauynapcrBo m mHpopmaruka na Ma-
TEMaTUYKOM (GaryaTeTy Y HUBep3uTeTa y Beorpamuy), Koje CMO U3BOAUIIN
TOKOM akameMckux roaumsa 1996/97 (mp Upena Cnacuh) u 1997/98 u
1998/99 (mp Ipenpar Jammuuh). Hamamo ce na he osa 36upra onax-
martu npaheme Be:xkOM W mpumpeMy WCOUTa CTyAeHTUMa MareMaTudykror
¢dakynarera, anu na he OUTH 3aHMMJBPMBA M OCTAJINMAa KOju ce DaBe Teopu-
jOM M3pavYyHJBUBOCTU U TEOPUjOM (OPMAJHUX jE3UKA.

30upka je mome/reHa Ha TPU Oejia: Ie0 KOju ce OTHOCHU Ha (GopMajHe
je3uke, Neo KOjU ce OMHOCHU Ha ayTOMAaTe U AeO KOjU Ce€ OMHOCU HA TEOPUjy
anroputama. Ha cmepy PauynapctBo u undpopmatura va MaremaTuykom
(aKkyITeTy Teopuja ayToMaTa ce m3ydaBa U y OKBUPY npenmeta IIpesonu-
Ol U MHTEPIPETATOPU, Ia Ce€ y OKBUDPY Ipeamera leopuja anropurama,
jesura m ayromara (1 y OBOj 30MpPIM) M3JIaKy CAMO OCHOBHU DEe3yJITATU
1“3 OBe 00JIaCTH.

IIpujaTHa HaM je qy:KHOCT & c€ OBOM IPUMJIMKOM 3aXBAJUMO DEIEeH3€H-
trma npod. ap N'opmanu [Tasmosuh—Jlakeruh u npod. np Kapry Muja-
jmoBuhy KOju Cy HaM HU30M APArOIeHUX CYTeCTHUja MOMOTJIN Y MPUIpPEeMa-
By OBe 30MpKe. 3axBaJbyjeMO Ce M CBMMa KOjU Cy HAM yKa3ajgud Ha IPO-
yCcTe HAUUE-E€HE Y PAaTHOj BeP3Uju OBe 30UpKe.

Beorpan, ¢pebpyap 2000. Aymopu



[IpearoBop €IEKTPOHCKOM M3IAHhY

OBO, eIEeKTPOHCKO U3 aame 30UpKe NOCTYIHO je ca NHTEPHEeTAa, Ca aapece
www.matf.bg.ac.rs/~janicic. OBo u3zgame UACHTUYHO je MPBOM M3NAHY,
V3 UCIpaBJLEHE, YIIABHOM CUTHE, T'DEIIKe Ha KOje Cy HAM YKa3aJU Ta,Jall-
wu cryneatu Munena Byjomesuh, Cama Cresanosuh u san Eaunh, Ha
YyeMy CMO MM BEOMa 3aXBAJIHU.

Beorpan, asrycr 2014. Aymopu



Canp:kaj

1 $opmasHM je3uny U rpaMaTHKe
1.1 QOPMATHU JEBUIIM . . .o vttt et ettt e e e e
1.1.1 CioBO, a30yKa, PEU, JEBUE ..ttt etneneaeneenn.
1.1.2 JIEBUJEBA JIEMA . ot v vttt et ettt ie e e ie e e e
1.2 ®OPMATTHE TPAMATIIKE .« . vt vt e e ettt e e e e e e ee e e e eeenas
1.2.1 Knacupuramumja YOMCKOT . ........coiiuiinnieinnennn ..
1.2.2 Perynapuu CKynoBu (PeryiapHU JE3ULA) ..............
1.3 JIeMe O PABPACTAIDY .« .ttt ettt et et e e e
1.3.1 Jlema o pa3pacTamy 3a peryjapHe Je3UKe .............
1.3.2 Jlema o pa3pacramy 3a KOHTEKCTHO CIOOOIHE je3uke . ..

2 Ayromartu
2.1 KOHAUHU QY TOMATIL .« .ttt ettt ettt e et e e
2.2 JTIOTHCHML AQYTOMATHL . et oettee ettt et et e e e e ie e

3 Teopwmuja asropurama

3.1 UR MAIIITHE . .ottt ettt et e et e e e e e e e et
3.2 IIpUMUTUBHO PEKYP3UBHE (DYHKIIVIJE .o vvvvenevnenenennennn.
3.2.1 IIpUMUTUBHA PEKYPBTJA « . vt vovte e eee et e ee e
3.2.2 CYHCTUTYIILIA « « vt e ettt et e e et e e e e
3.2.3 IIpuMUTUBHO PEKYP3UBHE PYHKILJE ... oovvvrrnennnnn...
3.2.4 OrpaHuUeHE CYMe U TMPOUBBOMN . - e vvvevnneneenennnnn
3.2.5 OrpaHrUYeHa MUHUMUBAIJA « . o v v e veee e e e eeean e

3.2.6 IIpumepu peryp3suja Koje ce CBOIE HA NPUMUTUBHY
PERYDBIJY et e e e ettt et e e e e
3.3 Peryp3UBHE DYHKIILJE ... oovtttt ettt
3.3.1 AKepMaHOBA OYHKIMJA o vvveeennneean e,
3.3.2 MUHUMUBAIIAJA « o et vvt et ee e e e e e e een
3.3.3 U-DEKYP3UBHE QYHKIILJE ..o eovvnttetneeeeeeneenenne
3.3.4 OMIyUMBYU TPEMAKATIL .« ot v vt eve e tee e eeeeeenennns
3.4 EHYMEPAIIA .o\ttt ettt ettt e e et et
3.4.1 EeKTUBHO HAOPOJUBU CKYTOBH ... ovvevrnennnennnnn..
3.4.2 EHyMepanmja TPOTPAME .« .vev vttt eneeenennenen.
3.4.3 EnymMmepanuja M3pagyHBUBAX QYHKIVJA .« vovvvwnen ..
3.4.4 MeTon OUjarOHATMBAIIAJC . v v vven et e eeeeennennnn



345 8= — 1 TEOPEMA .« vttt ettt et et 94

3.5 YHUBEP3ATHE QYHKIJE . ..ottt et e e 97
3.5.1 IIpuMeHe § — M — 1 TEOPEME ..o vovvvi e 100
3.6 OmIyynBOCT, HEOIYUYNUBOCT, HAPIUjATHA ONIYUYUBOCT . ... ... 105
3.6.1 OMIyUNBOCT U HEOMIIYUMBOCT .« . v v e evteneeeeeennnn 105
3.6.2 TTapuumjamHa OLTYUABOCT « o v vvve e ee e eneneennns 114
3.6.3 OnnyurBe 1 HEOMIYUNUBE TCOPUJE «vvovevvrneennnn... 121
3.7 Pexkyp3uBHU U PEKYyP3UBHO HAOPOJUBU CKYIOBU . ............. 123
3.7.1 PEKYDP3UBHM CEYIIOBHL .« . e vvetettineiee e 123
3.7.2 Pexyp3uBHO HAOPOJUBU CKYHOBUL .« e.vevnennnennnnn.. 125
3.7.3 IIpOAYKTUBHU U KPEATUBHU CKYTIOBU . v vvvenennenn... 132
3.7.4 TIPOCTHM CKYTIOBHL ... vvtiett e 133
3.8 CBOLBUBOCT M CTCIICHML .« o« v et et e ettt et et e e e 134
3.8.1 M-CBOIIBUBOCT .« ottt ettt et et et e e i 134
3.8.2 M-eKBUBAJIEHTHOCT W CTEHEHM .. .e.vvnenennennenenn .. 137
3.9 TeOoPEME PEKYPBHIE .« .t vv et ettt et e e e 140
3.9.1 IIpBa TEOPEMA PEKYPBUJE . e v v vvveeeieeeaeeaennen. 140

3.9.2 JIpyra TEOPEMA PEKYPBUJC . v vvvveeeeeeeenennn. 143



Ieo 1

PopMaJHU je3Uld U T'PaMaTUKeE

I'pamaTure mpencraBipajy jemaH on (opMmasamzaMa 3a ONUC je3WKA, OJ-
HOCHO BuxoBe cTpykrype. OHe mMajy HAPDOUYMT 3HAYA] y H3ydaBamy
OecroHauyHuX jesuka. PopmasHe rpamMaTrke, KA0 '€HEPATOPCKU CUCTEMU,
MOr'y HA OCHOBY KOHAUYHMX a30ykKa, KOPUIINEmEM KOHAYHO MHOI'O IPaB-
una, ga reEepulry u OECKOHAUHE je3uKe, T€ YMHE HBUXOBY KOHAUHY CIIENU-
¢uranujy. PaszanumryM kinacama rpaMaTrira OAroBapajy Pa3IMUUTU TU-
IIOBU je3UKa.

1.1 <PopmanaHu je3uru

1.1.1 CuaoBo, a3byka, peu, je3uk

Hepunaumuja 1.1 Az0yra X je nexu xonauan, wenpaszan ckyn cumboaa. Te
cumbone Ha3UEAMO CIOBUMA.

Hepuuaunuja 1.2 Peu man azbyroM X je c8aKU KOHAYAH HU3 CA0BA U3 A3-
byxe X. Ilpasua peu, y osnauu €, je peu xoja He cadpacl HujedHo CA080.
Lysxuua peun x, y osnayu |x|, je 6poj caosa cadpacanus y pewu .

Peu man azbykom X ce MOke meprHUCATH U PEKYyP3UBHO, HA ciexehu
HAUMH:

(i) TIpasua peu, e, je ped Ham 2.
(#i) Axo je a caoBO U x ped HAL X, OHHIA je U Ta PEY HAKL L.
(#4i) Peun max ¥ mory 6utu mo6ujeHe caMO KOHAUHOM IIPUMEHOM IIPABUIIA

CunnyHo, Iy:KMHA ped: ce MOsKe Ne(UHUCATU PEKyP3UBHO, Ha cienehn
HA4WH:

(1) lef=0
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(i4) Ako je a cnoBO M x ped Hanm X, oHAa je |ra| = |z| + 1.

Hepuuanmuja 1.3 Pev dodujena nonvucruBameM (KOHKATEHALN]OM, IPOU3BO-
moM) dee peuu T u Yy (wuje cy Oymcune pedom m un), Y 03HAUY X - Y UAU XY,
je peu 0yacune m~+n, maxea 0a je i-Mmo CA080 Peyu TY jeORAKO 1-MOoM CA08Y
peuu T axo je i < m, 00HOCHO § — M-MOM CA08Y PENU Y aKO je i > m.

Teopema 1.1 Ceojcmea xonkamenayuje (donucusana):
1° Ilpasma pewu, e, je HEYMPAAHU CAEMEHM 34 KOHKAMEHAYUJY:
exr =xe==x
2° KonkameHayuja je acoyujamueHa oOnepayuja:
(zy)z = 2(y2)
3° 3a xonkamenayujy saxce 3axony ckpahusamwa:
TZ=Yz = T=yY
ZX=2Yy = T =Y

Ilakme, cKyn peuym HEKOT je3WKa Ca ONePAalljoM KOHKATEHAIWje YWHU
aCOINjaTUBHU MOHOUI.

Hedunannuja 1.4 Cryn ceur peuu Had azbykom X 03Hauasamo ca ¥, a ckyn
ceur HenpasHur pevu Had azbyrom X osnanasamo ca T (LT =X*\{e}).

Hedpunnnuja 1.5 Hexa je X asbyxa. Ceaxu nodckyn ckyna ceur pewy L*
nad ¥ nazueamo jesukoMm Han L. Ha ckyny P(X*) ceux jesuka nad ¥ Oediun-
wwemo caedehe onepayuje:

(1) ckynoswe: U, N, \,’ (Komnaemenm y odnocy na 3*);
(ii

) np0u3800: L1 . L2 = {-/L'IIQ | Ty € L17.'I,'2 c L2};
(iii) cmenen: L = {e}, L'*' = L. L;
)

(iv) umepayuja: L* = Uizo L.

3anmarak 1 Zokxazamu da we nocmoju nujedna pew x asbyke X = {a,b} za
K0jJy eaxncu jeonaxocm xa = bx.

Pememe:

M3BemmMo I0Ka3 MATEMATUYKOM MHAYKIMJOM 11O IysKUHU DEYU I.

3a mpasHy pedu e He BaKM jeqHAKOCT ea = be (jep je a # b), na tBpheme
Basku 3a ped x mysxune 0.

3a |z| =1, Basku & = a uam x = b. MebyTum, kako je aa # ba u ba # bb,
cnemu na tBpbheme Basku 3a peunm T gysEume 1.
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IIpernocraBumo na TBpbheme Baku 3a CBe peum Oy:KUHE 1 — 2 U JOKa-
JKUMO J1a OHJA BAKU U 38 PEYU IY/KUHE 7.

IIpernocTaBuMO CympoTHO — J[a MOCTOJU ped & AY:KUHE N TakBa na
Basku xa = bx. Ilakie, peu x mouumrbe CIOBOM b, a 3aBpiraBa ce CIOBOM a,
ma peuy & MOKe OuTw HammcaHa y oOJuUKy x = bya, rme je y ped my:KuHe
|| —2=mn—2. Onna Bamu:

byaa = bbya,
oJllakJyie, HA OCHOBY 3akKoHa ckpahuBama, ciemu

ya = by,

Tj. ped y je pememe 3amare jemauuue u |y| = n — 2. To, meDyrum,
NPOTUBPEYM MHAYKTUBHO] IPETIOCTABIN, OJAKJE CIEAN N8 He MOCTOjU ped
X Iy;KUHE N TakBa na Basku ra = br.

Tepbeme je morazano 3a peun mysxune 0 u 1, ma, U3 JOKA3aHOT WHIYK-
TUBHOT KOpaka, ciemu na TBpheme Basku 3a cBe mpupoaHe Gpojese, uume
je IOKa3aHo ma He MOCTOoju HujenHa ped r azbyke X = {a, b} 3a Kojy Baku
jemHaKoCT xa = bx.

3anmarak 2 Pewumu nad asdyxom X = {a,b,c} jednavwuny no x: ax = za.

Pememe:
IlokazaheMo ma je CKyn pelnema jeIHauMHE jeJHAK CKYIy CBUX pedu
obauka a™ (n > 0).

(2): 3a cBako n > 0, peu a" jecre pememe mare jenHauuse, jep aa” =
a"t = a"a.

(Q): IorazalieMo MaTeMaTUYKOM WHAYKIUjOM IO IY:KUHU DEUU T OA je
CBaKO peleme nare jeanauumne obmuka a” (n > 0).

3a |z| =0 (1j. z =) Bawu z = a.

3a |z| =1, u3 az = za cnem x = a, Tj. ¥ = a’.

IIpernocraBumo na je tBpheme TayHO 3a CBe peunm AyKUHE N — 2 U
MOKAKUMO [& je TAUHO U 3a peun nyskube n. Heka je || = n u meka
je ax = za. Ilakie, ped T mOUMI€ U 3aBpIIABA Ce CJIOBOM a, IIa je
T = aya, TOe je y ped HaI 3amaToM a3bykom my:kune n—2. CkpaliuBa-
IBbEeM Ce U3 aaya = ayaa noduja ay = ya, ma je ped y pememe 3anare
jemnauunse my:kuHe n—2. Ha OCHOBY MHIYKTUBHE IPETIOCTABKE, peY
y je obnuka a™ (n > 0), na je peu x obauka a2 (n > 0).

Sanarak 3 Hexa je jesux L nad asbyxom ¥ = {a,b,+,(,)} defunucan na
caedehu Havwum:

(1) a,be L

(i) Axo pewu x uy npunadajy jesuxy L, onda jesuxy L npunada u pew (x+y).
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(tii) Cee peuu xoje npunadajy ckyny L dobujene cy KONAUHOM NPUMEHOM
npasuaa (i) u (i7).

Hexa je x € L. Osnawumo ca k(x) yxynaw 6poj nojaesusamwa caosa ( u )
y pewu x. Hspasumu y gynryuju 00 k(z) 6poj nojassusana caosa + y peuu
x.

1.1.2 JleBujeBa jiema

Teopema 1.2 (JIeBu) Hexa cy a, b, ¢ u d peuu naod asdyxom L. Tada saxncu
jeonarxocm ab = cd axo u camo axo je 3a0080meH HeKUu 00 caedehur ycaosa:

(i) a=cub=d
(i) IHocmoju nenpasna pew x nad asbyxom X, makea da je a = cx u d = xb.

(i4i) Hocmoju nenpasna pew y wad asbyxom X, makea da je ¢ = ay u b = yd.

Jloxa3s:

(=:) Hera je ab = c¢d. Tana ose peun, a U ¢, HOUNEY UCTUAM CJIOBUMA,
Tj. 3aI0BOJLEH je HEKU on ciemehux ycioBa:

a = c: Tana je ab = ad, omakyie ce, HakOH ckpahuBama, U3BOIA je -
HakocT b = d. Ilakne, 3a10BOJbeH je yciaoB (i).

a=czr,x#e Tanma je cxb = c¢d, omakne ce, HakoH ckpahwuBama,
m3Bomu jemuaroct xb = d. Iakie, 3am0BosmeH je ycuos (it).

c=ay, y # e: AHAJOTHO TPETXOMHOM CJIydajy Ce 3aKbydyje na je
3a10BOJbEH yCIOB (14i).

(«:) U3 ycnosa (i) ce memocpenHo m3Bomu jemHarocT ab = cd. Axo je
3a10BOJLeH ycioB (ii), onga Baxu ciexehu HU3 jenHakoCTH:

ab = (cz)b = c(zb) = cd,

ma, makie, u jemHakocT ab = cd. CandHO, MCTU 3aKBYyUAK CE MOKE
M3BECTU U y CIydYajy Kala je 3aJZ0BOJbeH ycioB (iii). 0
3amarak 4 Pewumu no x u y jednavuny ax = by, 20e cy a u b dame pewu.

Pememe:
Ha ocuosy Jlesujese seme (Teopema 1.2), jenHakoct ax = by Basku ako
¥ CaMO aKO je 3aJ0BOJLEH HeKu of cuaexehux ycaosa:

(ii) a =bz1, y = 212 3a HEKy HeOpa3Hy pedY 21
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(#4i) b= aza, * = 2oy 3a HEKY HempasHy peu 2o

MoTuBucanu npeTxonHUM 3aKJ/BYUYKOM, IIPU PEIIaBalby IaTe jeTHAUNHE
pasaukoBahemo cienehia verupu ciydaja:

(i) Ako je a =b, oHZa je peleme jeAHAUNHE T = Y = ¢, [JE je ¢ IPOU3BO-
JbHA ped.

(ii) Axo je a = bz;, oHIA je pemieme jeNHAUYMHE T = ¢, Y = 21C, TAE je ¢
OPOU3BOJbHA, Ped.

(#i1) Ako je b = azy, OHIA je pelmeme jeqHAUYUHE T = 29C, Y = C, THAE je ¢
IPOU3BOJbHA PEY.

(iv) Axro Huje 3amoBOJeH HUjenaH on ycuaosa (i) — (i), oHmA jeaHaunHA
HeMa pellembha.

3amarar 5 Asbyky X wune cumboau Kowemanwmu (a,b,c, ... ), cumboru npo-
MERDUBUT (T, Y, Z, ... ), ONEPAUUICKU CUMOOA * QyHcure 2 U CNEYUJAAHY CUM-
boau 3a zazpade (u ). Had mom aszbyxom defunuwemo mapas na caedehiu
HAUUN!

(i) Koncmanme u npomennpuse cy uspasu.
(13) Axo cy t1 uty uspasu, onda je u (t1 * t2) uspas.

(t4i) Hspasu mozy 6umu onucany camo KORAUHOM NPUMEHOM Npasuasa (i) U
(i7).
Joxasamu mephewa:
Axo jet uspas, ar 6uno Koja wenpaska pey Had a30yKom X, oHOG T Huje
u3pas.

Axo je t uspas, a r 6unro Koja HenpazHa pew wad azdyrom X, onda Hu Tt
Huje u3pas.

Pememe:

Iokasxkumo TBpheme MaTeMaTUUKOM WHIYKIW]jOM TO MY:KUHU pedn t.

Hexka je t m3pas nysxune 1. To, 360r HaynHa HA KOjU je U3pa3 nepUHU-
CaH, 3HAYM na je ¢ mau cuMOOJI KOHCTaHTe uiau cuMboi npoMmenmuse. [la-
Jbe, HEKA je T IPOU3BOJbHA HENPAa3Ha Ped HaJ AAaTOM a30yKOM. 3a Iy:KUHY
peuu tr Basu [tr| > 2. IlpernocraBuMo cama CynpoTHO — ma ped tr jecrte
u3pa3. To, omer 300r HauwHA Ha KOjU je m3pa3 AepMHUCAH, 3HAYU OA je
oH ob6muka (t1 *xts). Omarne cinenu na t = (, MTO IPOTUBPEUM NIPETXOHO
yrBphenoj ynmennnu aa je t cuMm0OOJI KOHCTAHTE, OJHOCHO IIPOMEHJLUBE.

IIpernocraBumo ma TBpbheme Basky 3a CcBe m3pase OY:KUHE MAme OXI N
(n > 1) n noraxuMo ma TBpheme Basku 3a M3pasze mMy:KUHE N.

Heka je t uzpas mysxkmHEe n 1 7 TPOM3BOJBHA HENPA3HA PEY HAI JATOM
a3zbykom. IIpermocraBumMo cympoTHO — ma ped tr jecte m3dpas. Tama je



6 Leo 1. Popmasnu jeauyu u zpamamure

tr = (t1 xt2), nae cy t; u to m3pasu. C mpyre crpase, u3pas t je my:KuHe
Behie on 1, ma je obauka (¢’ xt”), rme cy t' u ¢’ uspasu. Ilakue, Baxku

("« t")r = (t1 * ta),
ollakJe ce, HAaKOH ckpahuBama, M3BOIU
t/ * t”)?" =11 % tg)

Omasne ce takohe moke 3akmyunTu u na je v = 1’) 3a HeKy ped 1’ € X*.
Ilakne, Baxku:
t o« =ty xty .
) 1 ko

A B cC D

W3 nocnenme jenuaxoctu, Ha ocHOBY JleBujese neme (Teopema 1.2), caenu
Ia Mopa OuTH 3aM0BOJLEH jemaH on ciemehux ycioBa:

A=C,B=D: Tana jet =t u*t")r' = xty. VI3 nocremme jequarocrtu ce,
HakoH ckpahmBama, nobuja jemmaxoct t”)r’ = t, KOja mpoTUBpEUM
MHIYKTUBHO] mpermnocrasiu, jep je |t| < [t| = n.

A=CX,XB=D: Tana jet' =t4 X u X xt"")r’ = «t5 (roe je X mempasua
peu). IIpBa jemHAKOCT IPOTUBPEYM WHIYKTUBHOj IPETIOCTABIU, jeP
je |t1] < |t'| < |t] = n.

AY =C,B=YD: Tana je 'Y =t; u )1’ =Y sty (rme je Y mempasna
peu). IIpBa jeqHAKOCT IPOTUBpPEYN MHIYKTUBHO] IPETIOCTABIM, j€P
je [t'| < |t| = n.

Iaxrise, 3a n3pa3 t OUIO KOje AysKUHE HE MOCTOjU HEeIpas3Ha ped T Ha.
a3bykoM Y. TakBa na je tr takobhe mspas.

AHaJOTHO ce MOKa3yje U ma 3a m3pas t OUIo Koje Oy:KUHE He IMOCTOjU
HempasHa ped r Ham a30yKoOM Y TakBa Ha je rt rakobe mszpas.

1.2 <PopmasiHe TpaMaTUKe

Hepuuaunuja 1.6 Hexa cy X u N dae ducjynrmmue asdyke u nexa je S ca080
asbyxe N (S € N). ®opmanma rpamatura (rpamaruka Yomckor 1) je ype-
hewa wemaopxa
G: (N527Pa5)7
20e je P (xonauan) cxyn npasuna uzsobhema (npaBuia 3aMeHe Ul IPOLYK-
QUOHUX [pPaBUIIA) 004UKA
o —a 67

npu wemy je « € (NUX)*N(NUX)*, € (NUX)*.

Ckyn ¥ Ha3uaMO CKYIOM 3aBPIIHUX (TEPMUHAJHUX) CioBa, ckyn N

CKYIIOM He3aBPIIHUX (HETEPMUHAJIHUX) CJIOBA, G CA080 S IOYETHUM (UAU
MOJIA3HUM ) CA080M UAU AKCUOMOM T'DAMATUKE.

L Avram Noam Chomsky (1928-), amepuuku TuHTBHCTA
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(IIpasuna ussobewa a —¢ f1, @ =g Pa, ..., @« =g Bn, Kpahe 3anucyjemo
Ha caenehn vauwmn: o =g f1| B2 |...| Bn)-

Hpumep 1.1 ¥ = {a,b, (,),*}
N ={S}
P={S—(S%S5),S—>a,S—0b}

IIpumep 1.2 X = {p,q,7,(,),\,V}
N ={S}
P={S—=(SVvS),S—=(SAS),S—>p S—qS—r}

Heduunmmja 1.7 Peacyujy Henocpenne NOCHEAUNe (UAt HENOCPEIHE W3-
BoUBOCTU) 30 epamamury G, y osnayu =¢ defunuiemo na caedeliv Havwun:

Py =g ¢BY  axo u camo axo o —¢ B,

npu wemy cy ¢ u P ma xoje pewu Had azdykom N UX. Besy v =g § wumamo:
ped J je HemocpenHa MOCIEAUNA PEYU 7Y UAL U3 Y CE HEMOCPEIHO M3BOIU

J.

Hedunannuja 1.8 Axo saomcu o =g a1, a1 =g Qg, ..., Ag—1 =¢ B, onoa
nuwemo xpahe o =¢, B, Kamcemo ped B ce U3BoIM y k KOpaka U3 pedn a, a
3a damo uzeohemwe kamcemo Oa je nmyskune k. Pewu a,aq,aq, ..., [ Hazueamo
WIAHOBMMA U3BODHema.

Jodammo, yeodumo u peaayujy =& na caedeliu nanum:

oz:>%ﬂ axo u camo axo o =3

3a useohemwe a =%, B wamcemo da je Oymcune 0 U HAZUBAMO 2 TPUBYLATHAM
n3BOhHemeM.

Hepununuja 1.9 Tpansumueno zameopeme peasayuje =G 03HAUAEBAMO CQ
:>g, a Mpar3umMUBro u pedaercusno ca =¢. Besy oy =& an, o0nocHo
aq ég Qp YUMAMO: U3 (i Ce TIOCPEIHO U3BOIN (v UAU PEU (v j€ TTOCPEIHa,
MOCJIeIUTIA, PEYN (v] UAU U3 (] TOCPEIHO CIEON iy .

Tegpuaunmja 1.10 Jesur rpamature G = (N, 3, P, S), y osnayu L(G), Oe-
Puruwemo na caedehiv navun:

LG)={w|weX* A S=Fw}

I'pamarura Moske ga ce cxBaTu U Kao mocebaH Tul GopMaHE TeOpHje
ca KOHAYHO MHOT'O NPAaBuWJa M3BODEma On KOjUX Cy CBa AY/KUHE OBA U
ca jemsom akcuomoM S. Iloka3 teopeme a, (a, € (N UZX)*) je ronauan
HU3 PeUM (v, Qa,...,0,, TOe Cy «; akcuome (Tj. S) miau cy u3BeneHe u3
IPETXOMHMX YJaHOBA HM3a IIO0 HEKOM OJ IpaBuia u3Bohema. Je3uk renep-
vcan rpamatukoM G uau, kpahe, jesuk rpamarure G, y ozuamu L(G), je
CKyIl CBUX TEOpPEMa Te IDaMaTHKe KOje He CAIP/KEe HEe3aBPIIHA CJIOBA.
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1.2.1 KRmacuduramuja Yomckor

Nepununmja 1.11 Ipamamura G = (N, X, P, S) je
e ICCHO JIMHEAPHA GKO CY C8A HEHA NPABUAL 00AUKA
A—w uwu A— wB,
20e je A, B € N v w € X*;
e JIEBO JIMHEADHA aKO CY C8G HEWA NPABUAG 00AUKA
A—=w uwu A— Bw,
20e je A, BE€ N uwe X"
® KOHTEKCTHO CJODOMHA aKo CY C8a BEeHA NPABUAL 00AUKG
A — a,
20eje Ae N uae (NUX),
® KOHTEKCTHO 3aBUCHA KO0 ClY C8G HEHA NPABUAG 00AUKA
a—f,
20e je a, f € (NUX)* u |af <P

Ipumerumo na cy cBe necHO (4 JIEBO) JIMHEAPHE I'PAMATUKE KOHTEK-
cTHO ciobomue. KoHTEKCTHO Cc1060AHA IpaMATUKA j€é KOHTEKCTHO 3aBUCHA
YKOJMKO HE CaIp:KU HUjeqHO e-npaBuio (jep 3a mpaBuio A — e He Basku
1=14] < el =0).

3a je3ur L ce kaske na je HECHO JIMHEAPaH, OQHOCHO KOHTEKCTHO CJIO-
60JaH, OZHOCHO KOHTEKCTHO 3aBUCAH aKO MOCTOju rpamaruka G oaro-
Bapajylier tuna koja ra remepume, tj. L = L(G). Harzacumo na Hern
je3ur L Moke OUTU T€HEPUCAH TpPaMaTUKaAMa PAa3JIUYUTOr TUIA, IITO je
jACHO M3 MAaJIoIpe HAaBEAEHOT OTHOCA MeDy maTuM TUIOBUMA I'DAMATUKA.
Tako, Ha mpumep, CBaku HeCHO (JIEBO) JMHeapaH je3UK jecTe yjeoHo U
KOHTEKCTHO CJ00OmaH, MOK OoOpaTHO HEe MOpa Oa Basku. 10 3HaUU 1a
IIOCTOjare KOHTEKCTHO CJI0O0ONHE IpaMaTrKe KOja I'€HepUIIe HEKU je3UK
HE UCKJBYyUyje MOTyNHOCT ma Taj je3uk MOsKe OUTU TeHEePUCAH U HEKOM
JIMHEAPHOM I'DAMATUKOM, Tj. Ia TAKaB J€3UK jeCTe JIMHEeAPaH.

3amarar 6 Odpedumu jesux zewepucan zpamamurom G = (N, X, P, S), 20e
je

N ={S},

S = {a,b},

P={S—aS (1°),S = b (2°)}.
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Pememe:
Hapenumo majupe, moTuBanuje pamu, jeman mpumep m3Bobhema y rpa-
maTumy G:
1° 1° 1° 2°
S = alS = aaS = aaalS = aaab

JToKa:KUMO 18 BarKu:2

L(G) ={a"b|n € N}

C: Cesaxa zaepuna pey koja ce uzeodu y epamamuyy G je obauxa a™b (n €
N).

IoraskmMo uHIyKIUjoM jadue TBpheme:

Jlema 1.1 Cee peuu xoje mozy bumu ussedene y epamamuyu G cy 0b-
auka a™S uau a™b (n € N).

Jlokas MHAYKIUjOM O Oy:KUHU M3BOoDema, k:

3a k = 0, y omroBapajyhem u3Bohemy HUje TPUMEHEHO HUjeITHO
npaBuio u3Bobhema, 1j. u3Boheme je TpuBMjaIHO. 3a MOYETHO CIOBO
S, makne, nobuja ce rakobe peu S. Kaxko je S = a’S, tBpheme Baxu
3a k=0.

[IpernocraBumo na tBpheme Baxku 3a cBa m3BOohema Oy:KUHE Mambe
on k (k> 0) u DOKaKUMO Ia OHO B&KU U 3a uU3BoDema my:xune k.

Heka je S =% w, 1j. S =+ 1w = w. Peu w' ce msBomun y k — 1
KOpaka, 1a je, Ha OCHOBY MHIAYKTUBHE IPETIOCTaBKe, w' obnuka a™S),
onuocuo a™b (n € N). Peu w ce HETPUBUJAIHO, y OBOM CIIydajy U3BO-
bemem my:xwmme 1, mzBomu m3 peum w’', ma w’' Mopa ma caap:km Oap
jemuo mesaspmuO cioBo. Otyma, w’ je obmuka a™S. Axko je y k-Tom
KODaKy IpHMeMmeHO mpaBmiIo 1°, ouzxa je w obmuxa a”t1S, a ako je
NMpUMEmhEeHO mpaBmio 2°, oHna je w obauka a™b.

Ilakie, cBe peun Koje Mory OurTu u3Benerne y rpamaruiy G cy obnuka

a™S nmm obuuka a™b (n € N), mro je u Tpebano nokazatu. O

Ha ocHoBy maTe neme, cBU 4iaHOBU u3BODema (CBe peun koje Mory
6utu usBenene y rpamatunu G) cy obnuka a™S unu a™b (n € N), na,
IAKJIE, W 3aBPIIHE Deun — pedr 0e3 He3aBPIIHMX CJIOBA. 3ABPIIHE
peun He Mory Ouru obuuka a™S (jep je S He3aBpWIHO CJIOBO), ma Cy
cBe 3aspumEe peun obamka a™b (n € N). 3maunm, L(G) C {a"b | n €
N}.

Y

Ceaxa pey obauka a™b, n € N, moxuce bumu uszsedena y epamamuyu G.

3a npoussonuo n (n € N) peu a"b Moske OUTH U3BEIEHA Y TPAMATUIN

G:

2Ca N osmauaBaMo CKyn mpupomHux 6pojesa, Tj. ckym {0,1,2,...}. Ca NT os-
HaYaBaMO CKYI HO3UTUBHUX NPUPONHUX Gpojesa, Tj. ckym {1,2,...}.
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1° 1° 1° 2°
S:}aS:}...:}anS:>anb
N————

n

Haxne, L(G) 2 {a"b|n € N}.

3anmarak 7 Odpedumu jesux eenepucan epamamurom G = (N, X, P, S), zde

N=(s)
¥ ={a,b},

P={S—aSbh (1°),5 — e (2°)}.

Pememe:

Hapennmo majupe, moTuBanuje pamu, jeman mpumep m3Bobhema y rpa-

matumu G-

SE 4SbE qaShh S aaaShbb % aaabbb

JloKasKuMO 118 BasKU:

L(G) = {a"b" | n € N}

C: Ceaxa saepwna pew koja ce uzgodu y zpamamuyu G je obauka a™b™,

n € N.

Hokaxxumo naAyKOMjoM jade TBpbheme:

Jlema 1.2 Cee peuu koje mozy bumu ussedene y epamamuyu G cy 0b-
auka aSb™ uau obauxa a™b" (n € N).

Jloka3 MHIYKIMjOM IO AY:KUHU U3BODema:

3a k = 0, y omroBapajyhem u3zBohemy HUje TPUMEHEHO HUjeITHO
npaBuio u3Bobema, 1j. uzBoheme je TpuBMjaHO. 3a MOYETHO CIOBO
S, maxmie, mobuja ce takobe peu S. Kaxo je S = a’Sb’, tBpheme
Basku 3a k = 0.

IIpernocraBuMo ma TBpheme Basku 3a cBa m3BODEma AY:KUHE MaHe
on k (k> 0) n noka:XUMO Ia OHO BaskU U 3a u3BOobhema ay:xuse k.

Heka je S =% w, 1j. § =F1 v = w. Peu w' ce usBomu y k —
1 Kopaka, ma je, Ha OCHOBY WHIyKTUBHE IIpeTIOCTaBKe, w O0OJIUKa
a™Sb", omrocHo a™b™ (n € N). Peu w ce HETPUBHjAJIHO, Yy OBOM
cayyajy usBobemem my:kune 1, uzBomu m3 peun w’', ma w’ Mopa na
canpsku 6ap jemHo mesaspmHO ciaoso. Ortyna, w’' je obawmra a™Sb™.
Axo je y k-TOM KOpaky HpUMEH-E€HO IpaBujo 1°, oHaa je w O0JuKa
a1 Sh" 1, a ako je mpumemeno npaBuio 2°, oHAa je w obauka a™b”.

Ilakne, cBe peun Koje Mory Outu ussenere y rpamarunu G cy obanka
a™Sb" uimm obnuka a"b" (n € N), mTo je u TpeBaso TOKA3ATH. O
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Ha ocuoBy neme, cBu unanoBu ussobema (cBe peun Koje Mory GuTu
usBenene y rpamatunu G) cy obauka aSb" umm a™b" (n € N), ma
Y 3aBpIIHE PeUYM — peur 6e3 He3aBPIIHMX CJIOBA. 3aBpIIHE peuM He
Mory Outu obauka a™Sb" (jep je S He3aBPWIHO CJIOBO), Ha Cy CBE
3aBpumHe peun obauka a"b" (n € N). 3naun, L(G) C {a"b™ | n € N}.

7

Y

Ceaxa peu a™b™, n € N, moxuce bumu uzeedena y epamamuyu G.

3a npoussosHo n (n € N) peu a”b" Moxke OUTH U3BENEHA y Ipa-
Marunu G:
1° 1° 1° 2°
S=aSb=---=a"S" = a"V"
NS A—
n

Haxne, L(G) D {a"b™ | n € N}.

Samarak 8 Odpedumu jesur eenepucan epamamurom G = (N,X, P,S), zde
je

N ={S, A},

¥ ={a,b},

P={S— AA (1°),A — AAA (2°),A — bA (3°),A — Ab (4°),A —
a (5°)}.

Pememe:

Ca #,(y) osmauaBamo 6poj mojaBpuBama CA0Ba & (3aBPUIHOL KK
HE3aBPIIHOT) y PeYu Y.

Jloka:kUMO 1a BaKu:

L(G) ={w |w € {a,b}* N #4(w) je napan 6poj Behu onx 0}.
C: 3a ceaxy saspwny pew koja ce uzeodu y epamamuuy G saxcu: #q(w)
je napan 6poj eehu 00 0.

Hoxraskmmo muayknujom ciaenehe TBpbheme:

Jlema 1.3 3a cse peuu w xoje moey bumu uszsedene y epamamuyy G
apednocm #q(w) + #a(w) je napan bpoj.

IokaxkuMo oBO TBpDheme MHAYKOMjOM IO Oy:KUHU u3Bohema, k:

3a k =0, y n3pobhemy HUje IPpUMEHEHO HUjeIHO IPABUIO U3BODHema,
Tj. u3Bobheme je TpuBmjadHO. 3a MOUETHO CJIOBO S, Hmakiae, nobuja
ce takobe peu S. Kako je #,(5)+#4(S) =040 =0, repheme Baskn
3a k=0.

IIpermocTaBuMo na TBpbheme Basku 3a CBa m3BOobhema unMja je My KuHa,
Mama o k (k> 0) u JOKaKUMO [a OHO BaXKM U 3a n3BoDema my:kuHe
k.

Heka je S =F w, 1j. S =" 1w = w. Peu v’ ce usBomu y k — 1 xo-
paxka, Ia je, Ha OCHOBY MHIYKTUBHE IPETIOCTABKE BpeaHoCT #,(w')+
#4(w') mapan 6poj sehu ox 0.

Y k-tom rKopaky m3Bobhema IPUMEHEHO je jemHo on npasmia 1°-5°:
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1° Bamu #4(w) = #o(w') m #a(w) = #4(W') + 2, ma je #,(w') +
#a(W') = #o(w') + #a(w') + 2. Ha 0CHOBY MHAYKTUBHE IpET-
nocraske, 6poj #q(w') + #4(w') je mapan, na je napan u Gpoj
#a(w) + #a(w).

2° U3 #4(w) = #4(w') A

3° Us #a(w) = #a(w) u #A( ) #A(

4° Us #a(w) = #a(w') 1 #a(w) = #al

5° U3 #4(w) = #4(W') +1n #a(w) =#a(w') — 1, ciequ tepheme.

u #a(w) =#a(w)+ 2, cnenn tepheme.
w'), cmemu tBpheme.
w

"), cnemn TBpbheme.

Ilakae, 3a cBe peunm w KOje MOry Outu usBemene y rpamarumu G
BPEIHOCT #,(w) + #4(w) je napas. -

Ha ocmoBy seme, 3a cBe unanose u3Bobema w (CBe pedyn Koje MOTry
butu ussenene y rpamarunu G) je #,(w)+# 4 (w) napan 6poj, na To
BAa;KM ¥ 32 CBE 3aBPIIHE PEUU. 3aBPIIHA Ped w HE MOKE CaIpKABATA
HeszaBpmHA cioBa A, na je #4(w) = 0, omakie cienu na je 3a CBaky
3aBpIIHY ped w 6poj #,(w) napan. Jlako ce noka3syje ma cBaka 3aBp-
mHa ped u3BeneHa y rpaMatunu G Mopa 1a canp:ku 6ap jeIHO CI0BO
a, na je L(G) C{w |w € {a,b}* A #,(w) je mapan 6poj Behu ox 0}.

IV

Csaxa pew w € {a,b}*, maxsa da je #,(w) napan 6poj eeliv 00 0 moxnce
bumu useedena y epamamuyy G.

Heka je w obmuka b™1a™1h™2 .. bk q"k ™k +1 (mpu yeMy je ny + ng +
-+ + ng = n napax 6poj sehu ox 0.

S AA AT gn 3L pma gn L0t pma g gremn

= gy b AT ST g el A o

o
I g el gpmaen 5 pmagna g gns s

Haxne, L(G) D {w |w € {a,b}* A #4(w) je napan 6poj sehim ox 0}.

Sanmarak 9 Odpedumu jesur eenepucan epamamurom G = (N,X, P,S), zde
je

N ={S,B,C},

Y ={a,b,c},

P={S—aSBC (1°),S - aBC (2°),CB — BC (3°),aB — ab (4°),bB —
bb (5°),bC' — be (6°),c¢C — cc (7°)}.

Pememe:
Hasenumo majupe, moTrmBanmje panu, nea npumepa usBohewma y rpa-
MaTumu G:
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S i; aBC g abC g abe
S E 4SBC X waBCBC 2 aaBBCC

g aabBCC i; aabbCC g; aabbcC ;; aabbce
Joka:xkuMoO na Baku
L(G) ={a"b"c" | n > 1}

C: Cesaxa 3a8puwna pey xoja ce uzeodu y epamamuyu G je obaura a™b™c"
(n>1).

[TpumeTnmo Hajupe ma HAKOH IPpUMEHE KOopaka 2° BUIe He MOKe OUTu
IpUMEBUBAHO HU mpaBmio 1° mu npasuiao 2°. Takobe, mpasuia 4°,
5°, 6° u 7° He MOry [ma Cce OpUMEBY]y MOOK Ce He IPUMEHU IIPABUIIO
2°.

Iakne, Ha moderky m3Bobhema, mpaBuio 1° ce mpumemyje k myTa
(k > 0), HakoH Tora jeQHOM Ce NIPUMEHW IPABUIO 2°, a 3aTUM Ce
npuMenyjy npasuna 4°, 5°, 6° u 7°. Ilakie, moderak CBAKOI M3BO-
bema uma popmy:

S 'S Gk S(BOY B ob L (BOYH,

rae je k > 0. MuayknujoMm ce MOKe MOKA3aTH 14 3a CBAKY ped w Koja
Moske OuTy usBenena y rpamatuiu G Bagn #,(w) = #p(w)+#p(w) =
#.(w) + #c(w). Y 3aBpmuoj peun w mema caosa B u C (u S), na
BaskU #4(w) = #p(w) = #.(w).

Wunykmujom ce MOke MOKA3aTH M Ja y CBAKOM M3BODEmY, y CBAKOj
peuy CBa 3aBPIIHA CJIOBA MPETXOIE CBUM HE3aBPIIHUM CJIOBUMA.

Ha peu a**t1(BC)**! mome ce mpumenwtu camo mpasmio 4°, ma y
CBaKOM M3BODemYy, HAaKOH HHU3a CJIOBa G MOKE Ja Ce IIOjaBU CaMo
cnoBo b uam cnoBo B. Y 3aBpmHMM peunMa, akJe, HAKOH HU33
CJIOBa @ cJenu HU3 cjaoBa b.

Jenuuo mpaBmio ynja 1eBa CTpaHa IOYUELE CIOBOM C je IPABUIO 7°.
To je yjemno jenwmHO TPABUIO KOj€ EJIMMUHUINE HE3ABPIIHO CJIOBO
C. YKOJUKO je OHO NPUMEHEHO HA MO3UIUjU TAKBO] Ha MECHO O
Bme mocToju 6ap jenuo cuaoso B (cioBa a u b ce CUrypHO HE MOjaB-
JBbYjy, jep y cBakoM m3BODhemy, y CBaKOj pedM CBa 3aBPIIHA CJIOBA
OpeTXole CBUM HEe3aBPIIHUM CJIOBMMA) OHIA Ce HOJA3U N0 CUTYALU]e
na Ha nonped cB He MOke ma ce mpuMeHu HujenHo npasuio. lakie,
y cBakOM m3BODemY KOje BOOW OO 3aBPIIHE peYwr, MPABUIO 7° ce
IpUMERYje caMo Ha MO3UIMjaMa TaKBUM Ia AECHO OJ HBUX He IOCTOju
HUjeqHO CJOBO B, omakie ciemu na y CBUM W3BEACHUM 3aBPITHIM
peunma, cBa CJIOBa b mperxone CBUM CJIOBUMA C.
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Ilakmne, y cBakoj 3aBpINHOj peun, OPOj MOjaBbUBAIA CIOBA @ jeTHAK
je Opojy mojaBjpbuBaEha CJIOBA b M ¢ U CBa CJIOBA G MPETXOME CBUM
caoBuMa b, a CBU OHU IpETXOJe CBUM CJIOBUMA ¢, ma Baxku L(G) C
{a™b"c" | n > 1}.

IV

Csaxa saepuna pew obauxa a™b"c™ (n > 1) moxce ce uzsecmu y epa-
mamuyu G.

3a mpomsBomHO n (n > 1) peu a™b"c" Moxke OUTH M3BEHEHA y T'Da-

matunu G:

s gnm1g(BOy 1 B gr(Boyr T TR pngnon £
a"bBr—lon % 1 nbncnﬁanbnccn 177 m— 1

Haxae, L(G) D {a™b"c™ | n > 1}.

Samarax 10 Odpedumu jesux zenepucan epamamurom G = (N, 3, P, S), 2de
je

N ={S,A,B,C,D},

¥ ={a, b},

P={S—=CD (1°),C —»aCA (2°),C - bCB (3°),AD — aD (4°),

BD — bD (5°),Aa — aA (6°),Ab — bA (7°),Ba — aB (8°),

Bb—bB (9°),C —e (10°),D — e (11°)}.

Pememe:
L(G) ={ww | w e ¥*}

Bamarak 11 Odpedumu epamamuxy xoja zenepuwe jesux W = {a'bl | i >
j > 0}.

Pememe:

Heka je G = (N, %, P, S), rae je
N ={S, A, B},
L = {a,b},

P={S— AB (1°),A - aA (2°),A—a (3°),B— ABb (4°),B —b (5°)}.
Horasxumo na W = L(G).

C: Axow € W, mj. w = a't?, 20e jei > j > 0, onda ce w moxce uzsecmu
y epamamuyy G.
SE AR YL AiBy1 B Aiy AT gimiAi P g
Harne, W C L(G).

U

: Axo ce peu be3 He3a8PWHUL cA08a4 W MOXce uzeecmu Y epamamuyy G,
onda je w = a'b?, 20e jei > j > 0.

Wunykuujom no myskrHU u3BOhHema MOKE Ce NOKA3ATU a CY Y CBAKOM
u3Bobhemy y U3BEIEHO] peuu pa3aBojeHa cjoBa a u A om ciosa b u



1.2. $opmanne epamamure 15

B. Ilpeumsnuje, ako je w 4jJaH HETPUBUjaAJHOT u3BOohema, oHma je
oH wmwn obnuka aBf unu obmuka of, rone o € {A,a}* u f € {b}*.
Oryna, y 3aBpIIHUM pedrMa CBUM CJOBUMA b IpeTxome CBa CJIOBA a.

WNanyknujoM o nyskuHU n3Bohema MOe ce NOKa3aTH U Aa 38 CBaKY
peY w y HEeTPUBUjAJIHOM U3BODHEmY BaKU:

#a(w) +#a(w) > #p(w) + #p(w) > 0.

PopmynummMo HaBemeHA TBphHema Kao JIeMy W JOKAKUMO je Mpu-
MEHOM MaTeMaTUYKe WHIYKIjE.

Jlema 1.4 Axo je w waan Hempusujaaroz uszgohewa, onda je OH UAY
obaura aBf uau obauxa a3, 2de je a € {A,a}* u B € {b}* u, npumowm,
sammcu #a(w) + #a(w) > #(w) + #5(w) > 0.

3a k=1, ussobeme je S = AB, na TBpheme OUUTIEIHO BAKMU.

IIpernocraBumo na TeBpheme Baske 3a cBa m3Bohema myKMHE Mame
on k (k> 1) u norkaxxkuMo na OHO Basku U 3a u3BODhema my:kune k.

Hexka je S 'Z' W' = w ussobeme nysxube k. Ha OCHOBY MHIyKTUBHE
npeTnocTaBke, TBpheme Baxku 3a ped w’'. Y k-TOM KOpaky je mpume-
BEHO jeqHo onx mpasuia 2°-5°. Ako je mpumemeHo mpaBuiio 2°, oHIa
ce y k-tom kopary ussomu o BS = aBf, omocno o' = af3, rue
je a=d'A, a € {A a}* u #4.(w) + #a(w) = #o(W) + #a(w')+1>
#r(wW)+#p(w)+1=#p(w)+#p(w)+1 > #p(w) +#p(w). TBphHeme

Ce CJIMYHO NOKa3yje U y IpeocTalla TPU ciaydaja.

Ilaxye, 3a cBe peun Koje Cy 4JaHOBU M3Bobhema, ma Tako 1 3aBpIIHE,
BaKM HaBeneHo TBpheme, Ta je cBaka 3aBpIIHA ped w o6auEa af,
roe je a € {a}* n B € {b}* u mpurom Bazkm #,(w) > F#p(w) > 0.
Ilakne, ped w je obmuka a'd’, rae je i = #4.(w) > j = #p(w) > 0,
mTo je u Tpebaso MOKa3aTu.

Haxne, W D L(G).

Moske ce TOKa3aTu Ia DaTH je3UK MOKE OUTHU F€HEPUCAH U HOPMAIHOM
rpamaturkoMm G = (N, X, P, S), rae je
N ={S, A},
Y= {(l, b}a
P={S—aAb (1°),A — aAb (2°),A —aA (3°),A—e (4°)}.

Bamarak 12 Odpedumu epamamury xoja zenepuwe jesux W = {a®b' | i >

0}.

Pememe:
Mokaskumo ma rpamarura G = (N, X, P, S), rue je
N = {S}’
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Y ={a,b},
P={S—aab (1°),S — aaSb (2°)}
3am0BOJbaBa Tpaskene yciaose, Tj. W = L(G).

C:

19

Axo w € W, mj. w = a®b, 20e je i > 0, onda ce w moxuce uzsecmu vy
epamamuuy G.

S ZE T (aa)i=18b 1 K (aa)ib’

Haxmre, W C L(G).

: MlanyknujoMm ce Moske JOKa3aTU na je CBAKU 4djlaH m3Bohema w 006-

mura a?'Sb' (i > 0) uwmm obmura a?'b’ (i > 0). 3aBpmma peu w He
MOKe a caap:EW caoBo S, ma je obmmka a?'b! (i > 0), omakme caemm
W 2 L(G).

Moske ce moka3aTy na OATU je3UK MOKE OUTU FeHEPUCAH U (HOPMATHOM
rpamaturoMm G = (N, X, P, 5), rae je
N ={5, A},
¥ = {a,b},
P={S = aadb (1°),A — aaAb (2°),A — e (3°)}.

Samarak 13 Odpedumu 2pamamuky Koja 2eHepue cee NasuHOPoOMe Had a3-
oyrxom {a,b}.

Pememe:
Tpeba ompennTu rpaMaTuky Koja reHepuie ciaenehu jesumk:

W={weX|w=uw}

Moske ce nokaszaru ma rpamaruka G = (N, X, P, S), rze je

N = {5},

¥ ={a,b},

P={S—e (1°),S—a (2°),S = b (3°),5 = aSa (4°),S — bSb (5°)}

3a0BOJbaBA TPAKEHU YCJIOB.

Sanmarak 14 Odpedumu zpamamuky Koja 2eHepuwie jesuk
W = {a"bl"/? | n > 0}.

Pememe:
Moske ce mokasaru ma rpamartuka G = (N,X, P, S), rue je
N ={5},
¥ ={a,b},
P={S = aaSb (1°),S = a (2°),5 — e (3°)}

3a00BOJBbaBa TPAKECHU YyCJOB.

3Ca w je O3Ha4YeHa peY w 3anucaHa 30eCHa HaJIeBO.
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1.2.2 Perynapau ckynosu (peryJsiapHu je3uiu)

Heduunmmja 1.12 Heka je ¥ xonauwna asbyxa. Perymapan ckyn (pery-
JapaH je3uk) nad X defunuiie ce PEKYPIUBHO HA CAeOeNU HAYUN:

(1) Ipasan cxyn, 0, je peeyaapan.

) Cryn {e} je peeyaapan.

(75i) Cwxyn {a} je peeyrapan 3a ceaxo caoso a € X.
)

Axo cy ckynosu P u Q pezyaapnu, onda cy pezyraphu u caedehu cry-

nosu: PUQ, PQ u P*.

(v) Peeyaapru cxynosu nad X cy camo onu Koju ce mozy 000umu KoOHA¥HOM
npumerom npasuna (1)-(iv).

Kaza ce roBopu 0 peryiapHUM CKyDOBHUMA, UECTO ce 3HaK U 3aMemyje

smakoMm +. Hmop: P* = {e} + P+ P?+ P3+ ...

Teopema 1.3 Jesuk Had KOHGUHOM a30YKOM j€ PE2YAGPAH AKO U CAMO AKO je
0eCHO AUHEAPAH.

1.3 Jleme o pa3pacramy

1.3.1 Jlema o pa3pacramy 3a peryJjapHe je3uKe

Teopema 1.4 Heka je L peeyrapan jesuk. Tada nocmoju xonemarwma p (p €
N*) maxea da ce ceaxa pew z (z € L), 3a xojy je |z| > p, moxce sanucamu
y obauxy vvw, npu wemy je 0 < |v| < p u cee pewu wFw (k = 0,1,2,...)
npunadajy jesuxy L.*

HaBemeno tBpbheme maje morpeban ycioB ma je3uk Oyme peryJiapaH.
Ono ce Hajuemhe m mpuMmemyje ympaBo ma ce OM ce TMOKa3ajo Ja HeKu
je3UuK Huje peryJiapat.

3anmarak 15 Zokazamu da jesux L = {a™b™ | n € N} nuje peeyaapan.

Pememe:

Heka je z npousBosmmua Henmpasua ped jesura L. [Tokymajmo na m3abep-
emo nozaped v (v # e) u3 aeme o paspacramy (reopema 1.4). To morxemo
Ia ypaauMo caMoO Ha HeKM on cuaenelimx HavuHa:

10

Tana uvw ¢ L, jep je #q(uv'w) < #4(urw), a 3a cse peun z u3 L
BaskU #4(2) = #p(2).

1Y nuTepaTypu Ha eHITECKOM je3UKy JieMa O PazpacTamy HasWBa ce pumping lemma.
Ioka3 neme ce moxe Hahn y [8, 3].
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20
z=ga...ab...bb...bb...b
—— -~

u v w

Tanga uvw ¢ L, jep je #q(uvw) > #4(urw), a 3a cse peun z u3 L

b #4(2) = #5(2).

30
z=a...aa...ab...bb...b
N~ e e N~

u v w

Tana ww?w ¢ L, jep pacmopen cioBa a U b He OArOBapa OHOM KO
peun jesura L.

Ouuraenso ce moapeu v, 6e3 003upa Ha OYKUHY pedd z, HE MOKE
umsabparu Tako ma wwfw € L 3a cse mpupomme Gpojese k. Ilaxme, Huje
3a10BOJbEeH HOTpebaH ycioB na 6u jesuk 6ro peryinapas (yCJIOB U3 JeMe
o paspacramy (Teopema 1.4)), ma jesuk L Huje perymapas.

Sanmarak 16 Jokxasamu da jesux L = {a™ba™ba™™™ | n,m € N} nuje
PeLYAAPaH.
Pememe:

IIpernocraBumo cynporaHo — na je3uk L jecte perynapan. Heka je p

KOHCTaHTa 13 JeMe 0 pazpactamy (Teopema 1.4) u Heka je z = aba™ba"+t™,
npu veMmy je |z| > p. Basgku z € L, ma ce, Ha OCHOBY JIeMe O pa3pacTamy
(Teopema 1.4), peu z mosxke mpencraButu y obuauky uvw, rae 0 < |v| < p,
tako ma uvfw € L 3a cBe mpupomme Gpojese k. Ilokazahemo ma To He
Basku. Ilompeu v mo:kemMo ma m3abepeMo caMO Ha HEKW o1 ciemehux
HAUUHA:

1° #4(v) =0

n m n+m
—~ —~
a...aba...aa...aa...aba...a

——
v

n m n+m
—~N
a...aba...aba..

.aa...aa...a
——

v

Y cBa tpu cayuaja uv’w ¢ L, jep 6poj cioBa a y IpBe IBE CEKBEHIIE
peun uw HE omroBapa Opojy cioBa a y Tpehoj cexkBeHIu.
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2° #p(v) > 1
Tana je #p(uv'w) < 2, ma wvw ¢ L, jep 3a cse peun z uz L Baku

#i(2) = 2.

Iaxie, ped z ce He MOXe IPUKA3aTH y obGMuKYy wvw Tako ma uv’w,

Tj. uw TpUNanga je3auky L, mTo IpoTUBpedn TBPpHEmy JIeMe O pa3pacTamy
(teopema 1.4). Iaxne, jesur L nuje perymnapas.

Samarar 17 Joxasamu da jesux L = {a"ba™ | n > 1} nuje pezyaapan.

Pememe:
ClmMuyHO MPEeTXOAHUM 3amanuMa pasiukyjeMo ciaenehe cioyuajese:

1° #4(v) =0
n m
—~

a...aa...aa...aba...a
N~ ——

u v

n m
—

a...aba...aa...aa...q
——

v

Y oba caygaja uv®w ¢ L, 360r pazmauuTor Gpoja cjioBa a y TPBOj
U OPYrOj CEKBEHIM PeYr UwW.

2° #b(v) =1
Tana #,(uv’w) = 0, ma ww’w ¢ L, jep 3a cBe peunm z m3 L Bakum
#b(z) =1.

Samarak 18 Jokasamu da jesurx L = {ww | w € {a,b}*} nuje pezyaapan.

Pememe:

IIpernocraBumo cymporHo — ma je3uk L jecre perynapan. Heka je p
KOHCTAHTa U3 JieMe O paspacramy (reopema 1.4) u Heka je n NpUPOAAH
O6poj taxkaB nma je n > p. Heka je z = a™b"a™b". Baxu na z € L un
|z| = 4n > p. Tanma ce, Ha ocHOBY JemMe 0 paspacrtamy (Teopema 1.4), peu
Z MO¥e mpeacTaBuTH y obiuky uvw, rae 0 < |v| < p, Tako ma uwv*w € L 3a
cBe npupoaue 6pojese k. Ilokazahiemo na to me Basku. [lompeu v Mmo:xemo
na uzabepemMo caMo Ha Heku on cienehux maumna 3a ¢ >0 wu j > 0 (jep je
p<n):

1° v =a’

Paznukyjemo caemeha mBa momciydaja:
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Tana uv’w = a" " b"a"b" ¢ L.
(2)

a"b"a...aa...da...ab”
N——

Tana uv’w = a™b"a™ 0" ¢ L.
2° v = bt

Camano mperxomaom mery, uv’w ¢ L (tj. a™b"'a™b" ¢ L, omaocHO
a™bra™b" " ¢ L).

3° v =a'ty

Cauuno mperxonaom pery, uvw ¢ L (tj. a® " Ja"b" ¢ L, omHocHO
a™b"a" "I ¢ L).

4° y = baf

Tana uwv?w = a"b"a’b'a™b™ ¢ L.

Haxe, e MO¥ke ce m3abparu moaped v Taxo Aa uv®w € L 3a 6mio koju
npupogas 6poj k, a To nporusBpeun TBphewy seme o paspacramy (Teo-
pema 1.4), na jesur L Huje peryiaapam.

Bamarak 19 Joxazamu da jesux L = {a'’ | NzD(i,7) > 1} nuje peeyaapan.

Pememe:

IIpermocraBuMo cympotHO — 1a je3uk L jecte perynapan. Tanma, Ha
OCHOBY JIeME O pa3pacTamy 3a peryiaaphe jesuke (teopema 1.4), mocroju
rkonctauTa p (p € NT) Taksa na ce cBaka ped z uz L my:xuHe > p MOke
npeactaBuTH y o6samKy uvw u npu Tome Bazxkn 0 < |v| < p mw wvFw € L 3a
k=0,1,2,.... Heka je i mpoct 6poj u i > p. Hera je z = a’b’. Tana je
NzD(i,4) =14 > 1 (jep je @ mpocr), ma z € L. Basxu u |z| = 2i > p. Tloapeu
v peun z (0 < |v| < p) moskemo mzabparu camo Ha Heku on cienehia Tpu
HAUMHA:

1°v=a"", m>0,n>0, m+n<p
Tama a'~™(a™b™)Fbi~™ ¢ L 3a k > 1.
2°v=a",0<m<p

Hoxkazxmvo na Tama ped a'~™(a™)%' (= a'~™b') me mpumama jesuxy
L. TlpernocraBumo cynporao — na a'~™b* € L. Onna je, Ha OCHOBY
nepuaumuje jesura L, NzD(i — m,i) > 1. Kako je 0 < i —m < i,
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To je NzZD(i — m,i) < 4. Hakme, mmamo ma NZD(i — m,i)li m 1 <
NZD(i — m,i) < 4, a TO IPOTUBPEYN YUEHCHUIM 14 j€ i IPOCT OpOj.
Crora, a*~™b" ¢ L.

3 v=0"0<m<p
Cauuno kao y ciydajy 2° mokasyje ce na a'b'~™ ¢ L.

Hakae, z € L u |z| > p, a z ce He MOKe 3anucaTn y OGIUKY UVW TAKO

na wwPw € L 3a ce mpupomue 6pojese k, mrTo npotuspeun TBphemy menme
o paspacramy (Teopema 1.4), na jesux L Huje peryrnapasd.

3amarak 20 Hexa je f : N — N wonomona pacmyha ¢yrxyuje maxea oa
3a cearu n nocmoju m maxae oa je f(m+1)— f(m) > n. Jokazamu da jesux

L={a™ | m>1}
HUje PeLYAaPan.

Pememe:
O3HaunMo Jare NpeTHocTaBke Ha caenehn maums:

(1 f7
(2) (YneN)(BmeN) f(m+1)—f(m)>n

IIpetnocraBuMo cynpoTHO — ma ckyn L jecte perynapan. Tana, Ha
OCHOBY JieMe 0 paspacTamy (Teopema 1.4), moctoju konctanta p (p € NT)
TAaKBa 1A Ce CBakKa ped z u3 L my:KuHE > P, MOKE TPEACTABUTH y ODJIUKY
uvw Tako ma 0 < |v] < p u wvPw € L 3a cearxm k =0,1,2,.... To 3maun na
3a Hero p (p € NT) Bamu caenehia ummaukamuja;

fm)>p=(3geN)0<q¢<p A (VkeN) af(m)_q(aq)k el)

Karo af(™~%(a%)* € L axxo f(m) — q+ qk = f(ny) 3a HEKO N, TO BakM
creneha nvnnrkanujas

f(m)>p
=FgeN)(0<g<p A (VkeN)3ng € N)f(m)+ (k—1)qg = f(nx))

Hedurumumo ckyn M Ha cinenehwu mHauwmh:

M={l|f(l+1) - f()>p}

Ouuraenno Basku qa M C N u M # ( (36or (2)), na, kako je N mo6po
ypeben ckym, moctoju min M. Heka je m = min M. Kako m € M, To Baxku
f(m+1) > f(m) +p. Onarne cnem na f(m+1) > p (jep je f(m) > 0),
omaKJe, Ha OCHOBY IIPETXOAHE UMILIMKanuje), uzsomumo ciaenehe tephe-
Wme:

(FgeN)(0<gqg<p N VEeN)3nreN)f(m+1)+ (k—1)g= f(n))
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Heka je ¢ mpupoman 6poj Koju 3amoBosbaBa ciaenehu yCiIoB:
0<g<p A (VkeN)@nr e N)f(m+1)+(k-1)g=fln)  (3)
Tana 3a k=0 umamo ga f(m+ 1)+ (0—1)g = f(no) 3a HeKO ng € N, Tj.

fm+1) = f(no) +q (4)

(m)+p
+(p—q)
(jep je ma ocuoBy (3) ¢ < p)

= f(m+1) > f(ng) (jep je ma ocuosy (3) g > 0)

Haxne, f(m) < f(no) < f(m + 1), omakne je, s60r (1), f(no) = f(m).
3amenoM ose jemsHakoctu y (4) mobujamo ma f(m+ 1) = f(m)+ q. Hame,

fm+1)=f(m)+q N flm+1)> f(m)+p
= f(m)+q> f(m) +p
=q2p
=q=p  (jep je ma ocuoBy (3) q <p)

Opmarae, f(m+1) = f(m)+p. Ulrasume, 3amenom g ca p y (3), nobujamo:
(Vk € N)(@nx € N)f(m+1) = f(m) + (k - 1)p (5)

360or (1) Basku ng < n3 <ng <nz <ng <...,ng=mmun; =m-+1. Oxaoc
BpenHoCcTH (QyHEIUje f y OBUM Taukama je Ipuka3aH Ha cieneho] ciaunum:

f(m) flm+1) f(n2) f(ns) f(na)

Cana je jacuuje 3amTo, Ha ocHOBY (1) u (5), MOpa BaskuTU U:
(VI=m)f(l+1) = f() <p (6)
C mpyre crpane, 360r HaunHa n360pa M BaKU U:

(V<m)f(l+1) = f() <p (7)
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N3 (6) u (7) cnemn:
(VMeN)FI+1) - f(l) <p (®)
Hexka je n > p. Tana, 36or (8):
M eN)f(l+1)— f(l) <n,
wro je nporuBpeun npernocrasuy (2). lakmne, ckyn L Huje peryiapas.
3anmarak 21 Jlokazamu 0a je3ux 2enepucar 2pamamurom
G = ({5}, {a,b,c},{S — aSbS | ¢}, S)

HUJE DE2YAAPAH.

3amarak 22 Odpedumu xaacy P noaurnoma ca xoeduyujenmuma uz cxyna N
maxay 0a 8axncu:

(PeP) & jesur {a"b"™ | n > 1} je pezyaapan

YnyrcrBo:

IIpumernomM seme o paspacramy (Teopema 1.4) MoKe ce mOKa3aTtu Ia
HUjeJaH MOJMHOM cTeneHna Beher on myna me mpunana kmacu P. C mapyre
cTpaHe, MOKE Ce HOKA3aTy Ja JecHO JuHeapHa rpamaruka G = (N, X, P, S),
rue je
N = {5},
¥ ={a, b},

P={S—aS (1°),S — ab? (2°)}
rerepume jesuk {a"b? | n > 1}, rae je p mat npuponan Gpoj.

W3 nperxomuna nBa TBpbhema caenu ma je TpaskeHa Kjaaca MMOJIUHOMA

KJIaca KOHCTAHTHUX mosmHoMa, Tj. P = {p|p € N}.

1.3.2 Jlema o pa3pacTamy 3a KOHTEKCTHO CJIODOIHE
je3uke

Teopema 1.5 Hexa je L xowmexcmmno caobodan jesux. Tada mocmoje kom-
emarwme p u q (p,q € NT) maxee da ce ceaxa pew z jesuxa L, 3a xojy je
|z| > p, moace sanucamu y obauky vVwWTY, NPU wemy je VT # e (v uau T Huje
npasna pew), lvwz| < g u cee peuu wvkwaky (k=0,1,2...) npunadajy jesuxy
L’

Haseneno tBpbeme naje morpeban yciaoB ma je3uk Oyne KOHTEKCTHO
cinobomaH, Te ce Hajuyemhe KOPUCTU na Ce TMOKAKEe Mna NaTU Je3UK Huje
KOHTEKCTHO CJI000IaH, Tj. Ma HE IOCTOjU KOHTEKCTHO CJI000AHA IPaMaTUKA
KOja Ta TeHepuire.

5Y muTepaTypu Ha €HTIECKOM je3UKy JeMa o pa3pacTamy Ha3uBa ce pumping lemma.
Ioka3 neme ce moxe Hahn y [8, 3, 1].
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3amarak 23 Jokxazamu da jesux L = {a™b"c™ | n > 1} nuje xonmexcmno
€A0600aH.
Pememe:

IIpernocraBUMO CynpoTHO — 1a je3uk L jecTe KOHTEKCTHO CJIODOIAaH.

Heka cy p m q¢ onrosapajyhe koncranTe usz neme o paspacramy (Teopema
1.5) u meka je n > p,q. Heka je z = a™b"c", rue jen > 1. Ouma z € L n
|z| = 3n > 3p > p. Tana ce peu z, Ha OCHOBY JIeMe O pa3pacramy (TeopeMa
1.5), Mmoxke 3amucatu y O0NMKYy uvwzy, Toe vx # e, [vwz| < ¢ u cBe peun
wFwrky (k=0,1,2,...) npunanajy jesuxy L. Ilompeu vwz peun z Moxe
ce uzabparu camo Ha Heku on caenehux nauwmna (jep je n > q):

10

N e
a...aa...aa...ab...bc...c
N——

vwWT

Tana je #q(uvwaly) < #p(urway), ma uwwaly ¢ L.

20
n n n
a...ab...bb...bb...bec...c
——

vwIT
Cauuno kao y caydajy 1° mokasyje ce na uv’wz®y ¢ L.

30
n n
—~ —N—
a...ab...bc...cc...cc...C
——

vwer
Cmmano Kao y cayuajy 1° morasyje ce ma uvwzly ¢ L.

40
a...aa...ab...bb...bc...c
—_

VWIT

Tana je #q(u’wazly) < #.(uvway) (1 #p(v'wazly) < #.(uvway)),
ma uvwaly ¢ L.
50
a...ab...bb...bc...cc...c
—_
vwT

Cmmuano Kao y cayuajy 4° mokasyje ce ma uvwz'y ¢ L.
Hanomena: Cmyuaj vwr = a'b"c! (i, > 0) EUCMO pasMaTpadm, jep Ou
OHZA BasKUIO |vwz| > n > q.

Hakne, z € L u |z| > p, a z ce He MO}Ke 3anUCATU y OBJIUKY UVWIY, TIE
vr # e, lvwz| < q, Tako ma cse peun wvfwzty (k= 0,1,2,...) npunanajy
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jesury L. Oso mportuspeun tBpbhemy neme o paspacramy (Teopema 1.5),
ma je3auk L HUje KOHTEKCTHO CJI00O0IaH.

3amarak 24 Joxasamu da jesux L = {a"b™c*d™ | n > 1, m > 1} wnuje
KOHMEKCMHO €A0600aH.

Pememe:

IIpeTnocraBUMO CynpoTHO — 1a je3uk L jecTe KOHTEKCTHO CJIODOOIAaH.
Heka cy p,q onrosapajyhe xomcranTe m3 seme o paspacramy (Teopema
1.5) u mera je n,m > p,q. Hera je z = a"b™c"d™. Onna z € L u |z| =
2(n+m) > 2(p+p) =4p > p. Tana ce peu z, Ha OCHOBY JIEMe O Pa3pacTa-
wy (Teopema 1.5), Moske 3amucaru y o0auky uvwxy, rae vx # e, lvwz| < g
u cse peun wwrwaty (k= 0,1,2,...) npunanajy jesuxy L. Ilompeu vwz
peun z ce MOsKe M3abpaTy caMO Ha HEKU On ciemnehux HauuHA:

1° Tlompeu vwx ce cacToju camMo OJ jeIdHe BPCTE CJIOBA.

m n m

R —
a ...ab...bec...cd ... d
~ N ~—~

(1) (2) (3) (4)
2° Tlompeu vwx ce cacToju O TAYHO ABE BPCTE CJIOBA.

a... ab ... bc ... cd ... d
R =~

1) (2 3)

Hanomena: Huje moryhe ma ped vwx mMa BUIIE O IBE BPCTE CJIOBA, jep
lvwz| < g u n,m > q.

Yrepmrhemo ma y cBakoMm om oBux cayuajesa uv wz?y ¢ L. Ilpuwme-

THMO 1a y CBakOM on cemaM Moryhmx ciayuajeBa y peunm uwvwz?y 6ap
jeman om GsokOBa a”,c” OocTaje HEIPOMEHEH, a UCTO BaKU U 33 OJIOKOBE
b™,d™. To 3maum ma je 6ap jemam on 6pojesa #,(uviwa?y), #.(uv?wzy)
jemmak 6pojy m, u ma je 6ap jemam om 6pojesa #y(uv?wr?y), #q(uvwry)
jemmax 6pojy m. Ha ocuoBy meme o paszpactamy (Teopema 1.5) uv?wz?y €
L, a To 3HAYM ma

#a(uv’wa’y) = #c(wway) =n n #(wwz’y) = #a(wwz’y) = m.

Omarne je |uv?wz?y| =n+m+n+m =|z|. C mpyre crpane je

luvtwzty| = lwvwzy| + vz = |2| + |vz].

Kaxo je |vz| > 0, 1o je |uwv?wa?y| > |2|. Harae, 2 € L u |z| > p, a 2
ce He MOke 3amucaru y obJauKy uwvwzy, rme v # e, |vwz| < ¢, Tako na
cee peun wvwaFy (k=0,1,2,...) npunaznajy jesuxy L. OBo mpoTuBpeun
tBphemy smeme o paspacramy (Teopema 1.5), ma jesur L HUje KOHTEKCTHO
cinobonaH.
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3amarar 25 Jokxazamu da jesux L = {a™ | n je npocm 6poj } nuje xowmex-
CMHO CA0000aN.

Pememe:

IIpermocraBUMO CynpoTHO — 1 je3uk L jecTe KOHTEKCTHO CJI00OIaH.
Heka cy p,q onrosapajyhe koucTranTe u3 neMe 0 pa3pacramy U HEKa je N
npoct 6poj Takas na n > p,q+ 1. Heka je z=a". Ouma z€ L u |z|=n>
p. Tanma ce peu z, Ha OCHOBY JeMe O paspacramy (reopema 1.5), Mowxke
samucaté y obamKy wvwzry, vae vr # e, |vwz| < g u ce peunm uvFwrFy
(k =0,1,2,...) npunaznajy jesuxy L. Ilakie, peu z IeKOMIIOHYjeMO HAa

cienehu mauun:

n ni no ng N4 ns

Z=a4 = a a a a a 5
S A P A
U v w x y

rme je

ni+no+ns+ng+ns=mn
ng +mng4 >0 (1.2)
ng +mn3+ng < q

Ha ocuoBy seme o paspacramy (teopema 1.5), Baskn
w Mwz" Ty e L,

Tj.
a™ a7ng(n+1)an3a7n4(n+1)an5 el

To 3uHaum na je nyskuHA OBE peun, Tj. 6poj n1+nz(n+1)+nz+ng(n+1)+ns,
npoct 6poj. Kako je

ny +na(n+1) +ns +na(n+1) 4+ ns
=(n1+n2+n3+ns+mns)+nlng +ny)
=n+n(ng + ny)

(ma ocuoBy jemmaroctm 1.1)
=n(ne +nq4 + 1),

To 3Haun na je n(ns + ng + 1) mpoct 6poj. Kako je, Ha ocHOBY Hejen-
makoctu 1.2, no +mny4 + 1> 1, a 6poj n u3abpan tako na je n > q+ 1, ma
cxomHo ToMe U n > 1, To 3uauu ma je n(ng + ng + 1) caosken 6poj, a TO
IPOTUBPEYN NPETXOMHOM 3aKBYUKY Ja je MOCMATPaHU GPOj MPOCT.

Ilakne, je3aur L Huje KOHTEKCTHO CJIOOOOAH.

Bamarax 26 Joxasamu da jesux L = {a® | n > 1} nuje xommexcmmo
cn0600an.
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Pememe:

IIpernocraBuMO CynpoTHO — 1a je3uk L jecTe KOHTEKCTHO CJI0DOOIAH.
Heka cy p,q oxrosapajylie koHcrante u3 jeme o0 paspacramy (Teopema
1.5) u mexra je n > p,q. Hexra je z = a”. Onma z € L u |z| =n% >n>p.
Peu z ce, Ha 0cHOBY sieMe 0 paspactamy (Teopema 1.5), Moke 3amucaTu y
0baKy uvwzy, rae v # e, lvwzr| < q¢ u cse peun wvFwaFy (k=0,1,2,...)
npunaznajy jesuky L. Kako je |vz| > 0, nmamo na

luv?way| = luvwzy| + jvr| = |z| + |vz| > |z] = n?
C mpyre crpame, kako je vwz < q < n, ©UMaMo 7Ia

luv?wa?y| < luvwry| + vwz| = |2| + [vwz|

<nPtg<n®tn<ni+2n+1=(n+1)?
Nakne, n? < |uwvwa?y| < (n+ 1)2, ma w?wr?y ¢ L, a To mpoTuspedn
tBpbhemy neme o paspacramy (reopema 1.5). IIpema Tome, jesur L Huje
KOHTEKCTHO CJIODOMAH.

Bamarak 27 Jokasamu da jesux L = {a®" |

cn0600an.

n > 1} nuje xowmexcmmo

Pememe:

IIpernocTraBuMO CynpoTHO — 1ma je3uk L jecTe KOHTEKCTHO CJI00OOIAH.
Heka cy p,q onmrosapajylie koHcrante n3 jeme 0 paspacramy (Teopema
1.5) u Hera je n takas ma 2" > p,q. Heka je z = a®". Ouma z € L u |z| =
2" > p. Peu z ce, Ha OCHOBY zeMme O paspacramy (Teopema 1.5), Moke
3amucaTé y obauKy uvwzry, rae vr # e, lvwz| < ¢ u cee peun uwvFwrky
(k =0,1,2,...) npunanajy jesuxy L. Ilakue, ped z NEKOMIOHYjeMO Ha
caenehu HAYMH:

z=a? = a™ a™ a" g™ a™
N o o S
u v w T Yy
rme je
ny +no +nsg+ng +ns=2" (13)
ng +mn4 >0
ng +ng+ng < g (1.4)

Ha ocuoBy neme o paspacramy (Teopema 1.5), Basku

wwa?y € L,

Tj.

a’ﬂl a2n2 a’ng a2n4 a’I’L5 6 L’
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To 3nauu na je

n1 + 2n9 + ng + 2n4 + ns
= (n1 +n2 +n3 +n4 +ns) + (n2 + n4)
=2"+ (n2 + na)

(ma ocHOBY jemmaroctu 1.3)
<2"+g¢q

(ma ocuoBy Hejemmakoctu 1.4)
<2m 42"
— 2n+1
Ilakne, 3a peu wv’wz?y sagn 2" < ww?wr?y < 2", mro nporuspeun

IPeTIoCTaBIM A8 Ta ped uv’wzy mpunana jesuxy L. Ipema Tome, je3uk
L muje KOHTEKCTHO Cca000maH.

3amarak 28 Odpedumu xaacy P noaurnoma ca xoeduyujenmuma uz cxyna N
maxey 0a 8axncu:

(PeP) & jesur {a"b"™ | n > 1} je xonwmexcmmo crobodan

¥YnyrcrBo:

IIpumenom seme o paspactamy (Teopema 1.5) Mo:ke ce mOKazaTtm na
HUjeNaH MoJnHOM creneHa Beher on jemanm me mpunana knacu P. C apyre
CTpaHe, MO:Ke Ce MOKa3aTW Oa KOHTEKCTHO ciobomma rpamatuka G =
(N,%,P,S), rme je
N (8],
¥ ={a,b},

P={S—=aSh? (1°),5 =P (2°)}
reepume jesux {a"bPTI" |n > 1}, rae cy p u ¢ naTU OPUPOIHU OPOjEBU.

U3 nperxomna nsa TBphema ciemu ma je TpaskeHa Kjaca HOJUHOMA

KJaca JIMHeAPHUX IOJMHOMA, Tj.

P={p+qn|pqecN}



Ieo 2

AyrtomaTtu

AyTomare cy amncTpakTHe MAIIMHE YMjU yJa3 OpeicTaBiba Heka ped. OBy
peu ayromar obpabyje y AMCKpETHUM BPEMEHCKAM TPEHYIUMA, U Y CBAKOM
O BUX ayTOMaT Ce HaJa3W y HEKOM CTamy. Y 3aBUCHOCTHU OJ CTAba
ayToMara, peu ca yJia3a Mo:ke Outu npuxsahena wiaum ombauena. Crora
ayToMaTe YeCTO HA3UBAMO IPUXBATAYKIM CUCTEMUMA, 38 PA3IUKY 01 GOop-
MaJIHUX T'PaAMATUKa, KOjeé HA3MBAMO T€HepaTOpPCKUM cucrtemuma. VizmeDy
oBa IBa (hopMaJsm3Ma, UIAK, IOCTOjU TecHa Be3a. Hawmme, 3a 00a je Be3an
HojaM je3uka, C TUM IITO ayToMaT IpenosHaje (Ipuxsara, DOMYLITA) PEYn
HEKOT je3rKa, NOK ce (OPMAJHOM IDaMaTHUKOM Te peum rexHepumry. lIpe-
nu3Ha Be3a m3Meby onpebeHux Bpcra ayToMaTra M (OPMAaJHUX IPAMATUKA
buhe uckaszana omrosapajyhiuM Teopemama.

2.1 KoHaunu ayToMaTwu

Iedpumaumnuja 2.1 Konauan ayroMat je ypehena nemopxa
M = (Qa2767QO7F)a

20e je QQ menpasan (Konauar) CKym cTama, Y yiasHa a3byka, § : Q X X —
P(Q) dynrmmja mpenacka, qo (¢o € Q) mouerno crame u F (F C Q) cryn
3aBPIIHUX CTamAa.

Ypehenu nap (q,w) ((¢g,w) € Q X ¥*) nasusamo KOHGUIYpaLKjOM KO-
HAUHOZ GYMOMAMG, NPU YeMYy ¢ NPEeOCa8na CMABE Y KOME CE aAYMOMaM
HAAG3Y, G W 00 Peuu Ca YAG3a Koju jow nuje npowumar. Kowguzypayugy
(go, w) Haszueamo moueTHOM, @ (q,€), 20€ ¢ € F', 3aBPIUIHOM KOHPUIYDALUjOM.

Hepunuaunuja 2.2 Penanujy npenacka 3a KOKAWHU aymomam
M = (Qa2767q07F)7
y osnayu Fpy, dedunuwemo na caedehu navum:

(q,aw) Far (¢',w)  axo u camo axo ¢ € §(q,a),

29
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npu wemy ¢,¢ € Q, a € ¥ uw € X*. Besy (¢,aw) Fu (¢',w) wumamo:
KoHauHu ayTomaTr M moxke ma npebe u3 xoupurypanuje (g, aw) y KOHOGUT-
ypamujy (¢’,w) uurajyhiu caoso a.

Ledpununuja 2.3 Axo eancu (¢, w) Far (g1, w1), (q1,w1) Far (g2, w2), - .-,
(qe—1,we—1) Far (g, wr), onda nuwemo xpakhe (q,w) FX, (qr, wr), u xaxcemo
da xoHauan ayromMar M npesasu u3 KoHdurypamuje (¢,w) y KOHOUIY-
paunjy (g, wy) vy k Kopaxka.

Hepununuja 2.4 Tpansumueno sameopemwe peaayuje Fpr o3navasamo ca
Fi, a mpansumueno u pedaexcueno ca ;.

Hepunannuja 2.5 Je3nk OONyIITEH KOHAYHUM ayTOMATOM
M =(Q,%,0,q0, F),
y osmnayu L(M), defunuwemo na caedeliv nawun:
LM) ={w|weX" A (3q€F)(q,w) i (g €)}

Teopema 2.1 Jesux je donyuumen HeKUM KOHAUHUM GYMOMAMOM GKO U CAMO
axo je pezynapan.t

Kako je je3uk perymapan ako U caMO aKO je OH NECHO JUHeapaH (Bu-
metu teopeMy 1.3), jacua je Besza usaMeDy koHAUHMX ayTOMaTa U HECHO
JUHEeApHUX rpaMmaTuka. AHaJoraso TBpheme Baku M 3a JEBO JUHeapHEe
rpaMaTUKe.

Sanmarak 29 Odpedumu jesur 0ONYULMER KOHAYHUM AYMOMAMOM
M = (Qa Ea 57 q0, F)7 2()6 je

Q= {‘IOthQQ»QB};

¥ ={a,b},

F= {q3}7

a gyrryuja npenacka zadama caedehom madbauyoMm:

a b
9 | {a, 6} | {a2, a3}
q1 {Q2, CIS}
q2 {(J1, 93}
q3

Pememe:
JlatTy KOHAYHU ayTOMAT MOKEMO Ipa(UuKu mpencTaBuTu Ha ciexehu
HAUUH:

I Moka3 Teopeme ce moxe mahu y [8, 1, 3].



2.1. Konaunu aymomamu 31

Hasenumo cana jeman npumep mpemnos3HaBama pedu moMolly maTor Ko-
Ha4vYHOI' ayToOMaTa:

(qo, baba) Far (g2, aba) s (q1,ba) Far (g2, a) Far (g3, €)

Jloka:xmMO na je3uk DONYyIITeH KOHAYHUM ayToMaToM ) unHe cBe Hau3-
MeHUYHE peun (Hanm a3bykoMm X), Tj. CBe HEpa3HEe PEYU KO KOJjUX Ce CJIOBa
a 1 b HAaU3MEHUYHO MOjaBLY]y.

D: Cse Hauamenuune peuy Had X ¢y 0onyumene KOHGUHUM QGYMOMAMOM
M.

Joxraskrmo oBO TBpDHeme MHAYKIN]OM IO OY/KUHA HAM3MEHUYHE Peyun,

k:

3a k = 1, onrosapajyha nausmenuuna peu je a, ommocuo b. OGe
peun Cy HONMyUITeHE KOHAUHMM ayToMaToM M, jep Basxu (qo,a) Fas
(g3.€) u (qo,b) Far (g3, €).

Hame, mpernocTaBUMO Oa Cy CBE HAU3MEHUYHE DEYM Hy:KuHE Kk I0-
MyIITeHe KOHAYHMM ayTomMaTroM M, u HOKaKMMO Ia MCTO TBpDheme
BaKM U 3a CBe Ham3MeHudHe peun nyskmee k + 1. Hera je w maus-
MenuuHa peu gyskube k+1. Tana je w = aw’, rae je w’ HauzMeHUUHA
ped ny:kuHe k Koja IIOUMHe CJIOBOM b, omHOocHO w = bw’, rue je w’
HaU3MEHUYHA peu my:kuHe k Koja mouummbe ciaoBoM a. Jlokaszahewmo
tBpheme camMo 3a mpBU ciaydaj. Y APYrOM CIydajy IHOKa3 Cce U3BOAU
AHAJIOTHO.

Ilakae, HEeKa je w = aw’, rme je w' HaWM3MEHUYHA ped Oy:RKUHE K
KOja moumme caosoM b. Tana Baswu (qo,aw’) Far (g1, w’). Hokammmo
na Baxm (q1,w’) Fyy (gs,e), voe je My = (Q1,%,01,q1, F) monay-
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ToMaT KOHauHOT ayromara M 3a koju je My = (Q1,%,61,q1, F), Q1 =
{¢1, 92,93}, a pyHKRIMja npenacka 3amara caeneliom TabaumoMm:

a b

q1 {(J2, Q3}
g2 {LIh Q3}
q3

OBaj KOHAUHN ayTOMAT MOYKEMO IPAGUUKU IPEICTABUTH Ha ciaenehin
HAYMH:

Horasknmo caenehe tBpbheme:

Jlema 2.1 Konauwnu aymomam M donywma cee Hausmenuyne peyuy
Ha0 X Koje nowumny caosom b.

Jloras MHAYKIUjOM MO Iy:KUHU peun, k:

3a k = 1, omroBapajyha mamamenuuHa peu je b, ma Kako BayKu
(g1,b) Far, (gs3,€), oBa peu je nomymrena ayromaroMm M.

Jlasbe, TPETIOCTABUMO 1a Cy CBE HAM3MEHWYHE PEUM Iy KUHE Ma-
Be WK jeqHake k KOje MOUMEY CJIOBOM b HOIYIITEHE KOHAYHUM ay-
TomaToM M7, U HOKaKMMO Oa UCTO TBpDhHeme BaKu M 3a CBE TAKBe
peun my:xune k + 1. Heka je w mamsmenuuna peu mayskuue k + 1 koja
noumme CJOBOM b. 3a TakBy ped Baxku w = bw', rme je w' Haus-
MEeHUYHa ped Ay:kuHe k Koja moumme ciaoBoM a. Axo je |w'| = 1,
oma je w' = a, Tj. w = ba. Kako Basxkn

(Q1,ba) l_I\/fl (QQ,G‘) |_M1 (Q376)a
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N

TO 3HAYU [a je ped w MOIyIITeHa KOHAauHuM ayTomaroM Mi. Ako je
|w'| > 1, onga je w = baw”, rue je w” HamameHnuHa peu nyuHe kK — 2
KOja mouume ciaoBoMm b. Kako Baskum

"

" 1
(qlabaw ) '_Ml (q27aw ) '_Ml (qlaw ) }_*Ml (q376)7
TO 3HAYU Ma je ped w AOMYIITeHa KOHAUYHUM ayTomarom M;. O

! * .
laxne, Basu (qo,aw’) Far (q1,w) iy, (g3, €), ma xako je M; momay-
ToMaT koHauHOr ayromara M, u (qo,aw’) 3, (¢s,€), mTo je u Tpe-
6a0 IOKa3aTHU.

Csaxa pey donywmena KoHauRUM aymomamom M je nausmenuuna.
Horas maayrnujom no my:xkuau Hajkpaher mokasa, k:

3a k =1, omrosapajyhu moka3s je (o, a) Far (g3, €), omrocuo (go,b) Fas
(g3,e). Ha oBaj mauun momymreHa ped je a, OLHOCHO b, u OHa jecTe
HAU3MEHUYHA.

Hame, npernocTaBuMO na cBaka ped ca HajkpahuMm mokaszom my:xuHE
Mame WU jedHake k jecTe HAM3MEHUYHA, U JOKAKUMO 14 UCTO TBP-
beme Baskm m 3a cBe peum ca Hajrpahwum moraszom myskuee k + 1.
Heka je w peu ca majrpahum moraszom my:kuse k + 1. 3a TakBy peu
Bazkym w = aw’, omHocHo w = bw'. Iokaszahemo TBpheme camo 3a
IpBU CiayYaj. Y APYTOM CAydYajy MOKA3 Ce U3BOIU AHAJOTHO.

Iakue, Hera je w = aw’ u (qo, aw’) FXH! (g3, €) majrpahin nokas 3a peu
) ) M )

aw’. TIpuMeTnMO Ia IPBUM KOPaK TOT AOKa3a Mopa outu (o, aw’) Fas

(q1,w'), Kao U ma mpuU HOMyITa’my OUIO KOje Peur KOHAYHU AyTOMAT

M me mo3BoJsbaBa HOBpaTak y CTame ¢g. 10 3HaAUM na ce y IOKa3
. p Yy q0 Yy Yy

(g0, aw’) FiH1 (g3, €) momymrame peun aw’ cBomm Ha KOMymTARmE peun

w’ ox cTpaHe paHuje onucaHor nogayTomarta M. Ilpenusnuje, Bamku:

(g0, aw’) Far (qu,w') Fhy, (g3, e)
Horaskumo caenehe tBpbheme:

Jlema 2.2 Cse peuu donywmewne aymomamom My cy nausmenuvre u
nowumwy caoeom b.

Iloka3 mHAYKOUjOM IO Oy:KMHU Hajrpaher mokasa, k:

3a k = 1, ogrosapajyhu mokas je (q1,b) Far, (g3,€). Ha oBaj nauun
OOMYINTEeHa je b, a OHA jecTe HAM3MEHWYHA U MOYUHE CIOBOM b.
Ilasme, mpeTnocTaBUMO Ja CBaka ped ca HajkpahuMm mokazom myskune
Malme WV jelHaKe k jecTe HaM3MEHWYHA W 13 MOYUE€ CJIOBOM b,
U OOKaKUMO 1 MCTO TBpDeme Baky U 3a CBe peun ca Hajrpahmm
noraszom nysxkuue k + 1. Heka je

(q1,w) HFhit (g3, )
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Hajkpahu nokas 3a ped w. IIpumerumo ma onasnme, Ha OCHOBY medu-
Hunuje ayromara My, cienu ma ped w MOpa MOYETH CIOBOM b, Kao
U Oa y IPBOM KOpaky ayTtoMaT mMopa ma npebe y crame ¢o. Iakie,
Baxky w = bw’, a majkpahu mokas 3a oBy ped uma cienehu o6IuK:

(q1,bw) Fag, (g2, w') Fhy (g3, e)

OmaBne cremu ma ped w’' Mopa modeTu cJoBoM a. Ako je w' = a,
oHZa je w = ba, U, OUUTIIENHO, OBA Ped jecTe Hau3MeHMUHa. AKO je
w' = aw”, roe je w’ # e, onma UMaMoO:

(q27aw//) =y (qlvw”) '_116\4711 (q537 6)

Jacno ma je (q,w"”) l—ﬁ;ll (g3, e) majrpahm moras 3a peu w”, ma, Ha
OCHOBY WMHAYKIMjCKe IpeTHoCTaBKe, clenu na je w'’ Hau3MeHUJHa
ped Koja moumme caosoMm b. Kako je w = baw”, cnemm ma je m w
HAU3MEHUYHA Ped KOja HOUUHE CIOBOM b. O

Ha ocHOBY ympaBo mokasame jeme, caemy na je w' HAU3MEHUYHA ped
Koja mounme ciaosoM b. Kako je w = aw’, cienu na je w HaM3MEHUUYHA
ped Koja MoUYMibe CIOBOM @, IMITO je u Tpebasio moKa3aTu.

Samarak 30 Odpedumu jesur 0ONYUMEH KOHAYHUM AYMOMAMOM

M = (Q?E767q07F), 206 je
Q = {q0, 01,32},

¥ = {a,b},

F= {QOa(Zl};

a fyrryuja npenacka 3adama caedehom mabaAuyoM:

a b

q0 {QO} {(h}
q1 {Q2} {Q1}
a2 | {a2} | {a2}

YnyrcrBo:

L(M) ={a"b™ | n,m € Ng}

3amarak 31 Odpedumu jeauk donyumen KOHAGUWHUM GYMOMAMOM KOJU je 2pa-
Punry npedcmaswen wa caedeliv naum:
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YnyrcTBo:
L(M)={w|we {a,b}* AN #.(w) je napan 6poj}

3amarak 32 I'pamamuxae G = (N, X, P,S) je sadama na caedehu nawun:
N ={S, A, B},

Y= {(l, b};

P={S—aA (1°),S = bB (2°),A—bB (3°),A— e (4°),

B —aA (5°),B — e (6°)},

a Konawnu aymomam M je epaduuru npedcmasmen Ha caedehu HAWUN:

Hoxaszamu da je L(G) = L(M).

YnyrcTBo:

TpaskeHu je3uk je je3auk MOMYIITEH KOHAYHUM ayTOMATOM TATUM Y 3a-
natry 29. Iloka3 ma je TO je3uk AOMYIITEH KOHAYHUM ayTomatom M
M3BOJM CE€ CJIMYHO Kao y moMeHyToM 3amarky. C mpyre crpaHe, KOKa3
Oa je To je3uk reHepucad rpamMarukoM G GOpMaHO ce M3BOAUW HA HAYUH
KOju je ommcaH y 3amanmMma m3 onesbka 1.2.1.

3anmarak 33 Odpedumu xkonaunu aymomam M xoju npureama jesux zemep-
ucan epamamurom G = (N, X, P, S) xoja je 3adama na caedeliv nauun:

N ={S, A, B},

Y= {(l, b};

P={S—e (1°),5 = aA (2°),S = bB (3°),A — e (4°),

A —aA (5°),B—e (6°),B—bB (7°)}.

YuyrcrBo:
Moske ce mokazaTu ma KOHAYHU ayTOMAaT KOjU je 'padUUKV NPUKA3aH
Ha cienchum HAYUMH:
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3a/10BOJLaBa OATU yCJIOB.

Sanmarak 34 Odpedumu 0ecHO AUHEAPHY 2PAMAMUKY KOJa 2eHepuLe jeaur 00-

NYWMEH KOHAYHUM GYMOMAMOM Koju je epaduuru npedcmaswen wa caedehu
HAWUN!

Y myrcTBO:
Moske ce mokasatu ma rpamatuka G = (N,X, P,S) koja je 3anara Ha
caenehu HaUMH:
N ={S,A, B},
Y ={a,b},
P={S—aB (1°),S = bA (2°),A—= e (3°),A = aA (4°),
B —e (5°),B—0bB (6°)}
3a,10BOJbABA NATU YCJOB.
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2.2 TIloTmcHm ayromaTu

Hepununuja 2.6 [lorucau ayromar je ypehena cedmopra
P = (Q7 Eu F7 67 q0, ZO? F)a

20e je () menpasan (Konauwan) CKyI crama, Y yaasHa a3byka, [' azbyka mo-
tucue nucre, § : Q X (B U {e}) xI' = Pe(Q x I'*) dpynrnmja npesacka, qo
(g0 € Q) mouerno crame, Zy (Zy € I') mouetno cinoso nomucke aucme u F
(F C ) cKym 3aBPIIHUX CTamba.

Ypeheny mpojry (¢, w,a) ((q,w,a) € Q X ¥* X I') nasusamo roupur-
YPAIjOM MOMUCHOZ GYMOMAMA, NPU “eMy ¢ NPeOcmas.na Cmabe Y Kome
ce aymomam mana3u, w 00 Peyl Ca YAG3a KOju jou, Huje npoyuuman, @ «
cadpacaj nomucne aveme. Kondueypayugy (qo, w, Zo) Ha3ueamo IOYETHOM,
(¢,e,), 20e q € F, 3aBpIIHOM KOH(QUTYPAIUjOM.

Iedumaumnuja 2.7 Pemanujy npenacka 3a nomucku aymomam
P = (Qv 2; Fv 57 q0, ZOv F)v
y o3nayu - p, deurnuwemo wa caedehu Hawun:
(qa aw, Z(X) Fp (q/7wa’}/a) aKo u camo axo (q/77) € 6((], a, Z)7

npu wemy ¢,¢ € Q, a € L U{e}, w € ¥*, Z € T u o,y € T*. Besy
(¢, aw, Za) Fp (¢ w,ya) wumamo: morucuu ayromar P moxe ma mpebe
u3 koudurypamuje (¢, aw, Za) y roupurypamujy (¢, w,ya) uurajyhu a u
3aMemyjyhin OpBO CI0BO MOTHUCHE JUCTE Ca 7.

AHaAJOrHO KAO y CIy4Yajy KOHAYHUX ayToMaTa Ae(UHUILY Ce peJlalu]je
Hh, bpou
P> P P

Hepunaumnyja 2.8 Je3uk OONyIITEH MOTUCHUM ayTOMATOM
P =(Q,%,I',6,q0, Zo, F),
y osnayu L(P), dedunuwemo na caedehu nauum:
LP)={w|weX® A (3ge F)(3aeT) (q,w, Zo) Fp (¢,€,0)}

Teopema 2.2 Jezux je donyumen HEKUM NOMUCHUM GYMOMAMOM GKO U Ca-
MO GKO je Konmexcmmno caobodan.?

Samarak 35 Odpedumu jesur 0ONYUMEH NOMUCHUM GYMOMATMOM
P =(Q,%,T,6,q,20,F), 20e je Q@ ={qo,q1,92}, X = {a,b}, T =X U{Zy},
F = {qo, q2}, a Pynxyuja npeaacka 3a0ama na caedehu Hawum:
(a0, a; Zo) = {(q1,aZo)}  (1°)
5(q1,a,a) = {(q1,aa)} (2°)
6(q1,b,a) = {(q2,€)} (3%
6(g2,b,a) = {(q2,€)} (4°)

2 Jloxas Teopeme ce Moxe nahu y (8, 3].
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Pememe:
IlatTy DOTHCHM ayTOMaT MOKEMO IpDa(UyKy NPEeNCTaBUTU HA cienehwu
HAYUH:

a,a;aa

Hedopmanro, pan oBor motucHOr ayromMara MOKEMO ONMCATU HA CJIe-
nehwu mavna. Yurajyhu peu ca ymasa, cJIOBO IO CIOBO, ¢cBa Bomehe mojase
cJIoBa @ ce cMemTajy y motucHy jaucty. CBakuM ciaenehimMm HamIackoMm Ha
cJI0BO b, CIOBO a Ha BpXy moTucHe aucte ce Opumme. Ha kpajy, To ject
HaKOH IITO je IPOYUTaHa Ped ca yia3a, BAKH Ia je Opoj mojasa clIOBa a y
yaa3Hoj peun jemHak 6pojy mojasa ciosa b. Ilpumernmo ma matu ayTomaT
IpUXBaTa U OPa3Hy PEY, jep je MOYETHO CTalke, (g, YjeIHO U 3aBPIIHO.

®opMAaTHO, TBPAUMO 12 32 je3UK JOMYIITEH JATUM AyTOMATOM BAKH:"

L(P) ={a"b" | n € N}
HoxrasknMo HaBeneHO TBpheme.

D: Ceaxa pey obauxa a™b™, n € N, je donyumena nomMucHUM aGYmomamom
p.

3a npousBonuo n (n € N) peu ab" Moke OGUTU DOILYIITEHA TOTUCHUM
ayromarom P ma cienehu mHauwH:

(q0,a"b", Zo)

Fp(qr,a™ 0", aZy) Fp (q1,a" 20", a*Zo) Fp ... Fp (q1,b",a" Zp)
Fp(ge, " Y, a" 1 Zy) Fp (g2,0" %,a" 2 Zy) Fp ... Fp (g, e, Zo)

In

Ceaxa pey donywmena nomucHum aymomamonm P je obauxa a™b™, n €
N.

AKO TpUIMKOM IOKa3a 3a HEKY peu HUje NPUMEHEHO HUjEeITHO IIPAaB-
nJI0 Tpejasa, Tamga oarosapajyhe m3sobheme uMma caMo jemaH YjgaH U

3Yr10pezu/1T1/1 ca 3amaTKOM 7 na Ou ce youmisa Be3a u3dMehy KOHTEKCTHO ci1060IHUX
rpamMaruka (Kao jeJHOT IeHepaTOPCKOI CUCTEMa) M HOTUCHUX ayToMara (Kao jeIXHOr
NpUXBATAYKOD CUCTEMa). ['eHepasHo, Ta Be3a je uckazaHa TeopeMoMm 2.2.
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TOo Mopa 6utnu (qo, €, Zo). Ilpasna peu jecte maror o6nuka, jep Bakm
e = a’l.

I[IpernocraBuMoO na je OIPUAMKOM IOOKa3a 3a HEKY pPed MPUMEHEHO
Oap jemmo mpaBmJIO mpeaasa. llpumMeTuMoO Hajupe ma je y CBAKOM
TAKBOM JIOKa3y Ha MOYETKY U3BODHema mpuMemeHo npasuiao 1° (1 to
TAYHO jeNHOM), HAKOH Yera ce eBeHTYAaJHO NpUMelyje mpaBuio 2°,
3aTUM ce IpuMenyje npasuio 3° (K TO TaYHO jeIHOM), U, KOHAUHO,
E€BEHTYAaJIHO Ce IpuMenyje mpaBuio 4° HeKoJIuKo myTa. llpenusuuje,
WHIYKOUjOM Ce MOKe IOKa3aT! Ja CBAKHU IOKAa3 Y KOME je IPUMEHEHO
Oap jenHo mpaBuiO Ipesia3da uMa GopMy:

1° 20k
(90,w, Zo) Fp (q1,w',aZy)  Fp (q1,w", " Z)
30 40

Fp (g2, w”,a" Zo) Fp (g2, e,aZ)

[IITaBume, MOke ce MOKa3aTW Oa Bake M jemHakocTn w = aw', w' =
abw”, w" = bw" u w" = b¥, Ha OCHOBY KOjUX CIEIU jeIHAKOCT W =
aFt1pF+l onakme je ounmriemHO ma MOMYIITEHA PEY W jeCTe HATOT

o0auKa.

3amarak 36 Odpedumu nomucku aymomam P xoju npureama jesux L =
{wex|w=uw}t

YuyrcrBo:

Moske ce mokaszaTw ma OaTU je3UK jecTe je3WK MOMYIITEH TOTUCHUM
ayromarom P = (Q,%,T,4,qo, Zo, F), tme je Q = {q,q1}, ¥ = {a,b}, T =
YSU{Z}, F={q}, a pysruuja npenacka 3anara Ha ciaenelin Haums:

(g0, @, Zo) = {(q0,aZo)}

6(qo, b, Zo) = {(q0,bZo)}
6(q0,a,b) = {(q0, ab)}
6(qo, b, a) = {(q0,ba)}
(g0, a,a) = {(qo,aa), (q1,€)}
(g0, 0,b) = {(qo,bb), (q1,€)}
6(qr,a,a) ={(q1,e)}
6(q1,b,0) = {(q1,e)}

Ha npumep, peu abba mosxe 6butn momymreHa Ha ciaenehu HAYMH:

(qo, abba, Zo) Fp (qo, bba, aZy)
I—p (qo, ba, baZy)
p (q1,a,aZp)

p (q1,€, Zo)

4Ca w je O3Ha4YeHa peY w 3anucaHa 30eCHa HaJIeBO.
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3amarak 37 I'pamamurae G = (N, X, P,S) je sadama wa caedehu nawun:
N ={S, A, B},

¥ ={a,b,c},

P={S— cABc (1°),A — adAa (2°),A — c (3°),B — bBb (4°),

B —c (5°)},

a nomucHy aymomam P je epaduuru npedcmasmen na caedehin nawun:

a,a;aa

a, Zo; aZo

b, b; bb

Joxaszamu da je L(G) = L(P).

YnyrcrBo:
Tpaxkenu je3ux je:

L ={ca"ca™"cb™c | m,n € N}

Ilokas ma je TO je3uk OOIYINTEH MOTUCHUM ayTOMAaTOM P M3BOIU C€ CIUYHO
kao y samaTtky 35. C mpyre crpaHe, NOKa3 na je TO je3WK TEHEPUCAH
rpamaTuroM G GOPMAIIHO Ce M3BOY HA HAUMH KOJU je ONMMCAH y 3aJaluMa
u3 onmesbka 1.2.1.



Ieo 3

Teopuja anaropurama

Ilocroju Bumime popmanm3aMa KOjuMa Ce yBOAU IIOjaM H3PaUyHIBUBOCTU;
HEKU OJI BUX Cy UR MalIuHe, PeKyp3uBHE QyHENUje, TjypuHroBe Mammue,
IloctoBe mamwune, MapkoBmeBu anropurMu. Moxke ce morazaTu ma Ccy
KJace QYHKON]a M3PAYYH/LUBUX (QYHKIN]a UICHTUYHE 38 OBe (HOPMAIU3ME.
UYepuoBa Te3a TBpAW Oa je Kilaca MHTYUTWUBHO, HE(POPMAJIHO U3PAUYHIbU-
BUX (YHKIMja MIAEHTUYHA Ca TUM, CTPOrO 3aCHOBAHUM KJacaMa U3PadyH-
JbUBUX QYHKIHZja. Y Ja/beM TEKCTY, IOjaM M3PadyHLUBOCTU Onlie yBeneH
1 u3ydyaBaH Ha 0a3u UR MalIMHA ¥ PEKYP3UBHUX (PYHKIUjA.

3.1 UR mamwune
UR mMammae! (URM) cy jemanm ox gopMaiamsaMa 3a AeGUHUCAmE TOjMa adl-
ropurma. To cy amcTpakTHe MaIlrHE KOje MPEICTABILA]Y MATEMATUUKY
uneagu3anujy padyHapa. UR MallnHA WMa HEOTDaHWUUYEH OpOoj permcrapa
Koje o3HauaBamo ca Rj, Ro, R3,.... CBakum on BUX y CBAaKOM TPEHYTKY
canpsxu Heku npupogan 6poj. Canp:kaj k-tor perucrtpa (perucrpa Ry)
03HAUABAMO Ca Tk.

Rl Ry Ry
[ fre [ rs |

Canpskaj permcrapa ce Mema HapenbaMa (MHCTPYKIUjaAMa) YUjU je
omuc gar y tabemn 3.1.2

N3zpauynasame Ha UR MaImmuHU KapakTepuiry ciemehe ocobume:

e URM mporpam P je uu3 komauno muoro mapenou (P: Iy, I, ..., I).

1Ox enrmeckor unlimited register machine.

203nake URM Hapenbu cy yckaabeme 3a masuBuMa OBUX HapenOu HA EHIIECKOM
jesmky. Hawmwme, y aureparypu Ha OBOM je3UKY Ce KOPUCTE TEPMUHU zero instruction,
succesor instruction, transfer instruction u jump instruction.

41
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] O3HaKa \ Hapenba IejCcTBO ‘
Z(m) HyJla-Hapenda 0— Ry, (Tj. 7 :=0)
S(m) Hapenba ciaenbeHux | rm, + 1 — Ry, (Tj. 7y =10 + 1)
T(m,n) Hapenda IpPeHoca, Tm — Ry (T). Tn = 1m)
J(m,n,p) | Hapenba CKOKa aKo je T,, = T, UOAA Ha P-TY;
uHave uau Ha ciaenehy Hapenoy
Tabena 3.1: Tabena URM Hapendbu
e [loueTHy KOHUIrypanUjy YMHU HU3 OIPUPOINHUX OpojeBa aj,as,... ¥

peructpuma R, Ro, . ...

e Axo je ¢ymruuja kKojy tpeba mapauymaru f(x1,Ta,...,%,), OHIA CE
MOJAPA3yMeBa Ia CY BPEAHOCTU I, L2, ...,Ln PEAOM CMEIITEHE Y IIp-
BUX N pErucTapa u3a KOJjUX CJeIU HU3 HyJa, Kao W Oa pPe3yaTar
Tpeba CMECTUTH y NPBU PETUCTAD.

e HapenGe ce m3pmasajy cekBeHUMjaaHo (MOYEBIIN OJ MPBE UHCTPYK-
nuje), OCUM y CIydajy Hapende CKOKA.

e l3pauyHaBame mpecraje caMO OHIA Kana He mocToju ciaeneha na-
penba kojy Tpeba U3BPUIATH.

Hedbunumumja 3.1 Axo UR mawura Hakow npumene npozpama P rna nowemmy
Konfuzypayujy a1, asz, ..., a, cmaje ca padom, okoa NUULEMO

P(a17a27"'7a’n) \Im

UNAE NUULEMO
P(ay,az,...,a,) 1.

Hedpuuaunuja 3.2 Axo UR Mawuna HakoH npumene npozpama P wa novemny
Konfuzypayujy a1, asz, ..., a, cmaje ca padom u Yy HEROM NPBOM Pe2ucmpy je,
KAO Pe3yAmam uspasyrasana, epednocm b, onda nuuwemo

P(ay,az,...,ay) L 0b.

Hedpurunuja 3.3 Heka je f napyujasna gyrnryuja® u P URM npoepam. Ka-
acemo da P uspauynasa f axo u camo axo saxncu

Va1, a9, ...,an,b € N)(P(ai,a2,...,a,) b
<(ay,a,...,a,) € Dom(f) A f(ar,as,...,a,) =Db).

Iedpumaunuja 3.4 Pynrxyuja je URM M3padyHBUBA aKO nocmoju URM npo-
2pam KOJu je u3pauyHasa.

33a ¢pymrnujy f : N® — N kaseMo 1a je napyujeina axo je meH TOMEH MTOICKYI
ckyna N™ (Dom(f) C N™), oZHOCHO KakeMO Ha je momaaha ako je meH nomen N7
(Dom(f) = N™).
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OcHOBHA XMIOTE3a TeopHje ajropuraMa je T3B. Te3a Uepua.’ Ha-
ryIacuMo Ia je oBo TBpheme xumoresa, a He Teopema. Hamme, oHO roBopum
O MHTYWUTUBHOM IIOjMy aJTOPUTMa, Yija CBOjCTBA HE MOT'Y OUTH (OPMAIHO
UCIUTUBAHA.

Tesza Uepua 1 Kaaca unmmyumusro uspauyrsueus GyHkyuje udenmuuna je
ca Kaacom URM U3pauyHpusur GyHryuja.

[Tojam ¢popmanno M3pauyHBUBAX QYHKONja YBOOU CE 3a:

e UR MalllUHE,

e Tjypunrose® mammuse,

o ITocroBe® mamune,

PEKypP3UBHE (YHKIU]E,

e MaproBieBe’ aaropurMe,

e (hopmaJiiHE IpaMaTHUKe.

Moske ce mokazatm ma Cy KJjace M3PAUyHBUBUX (QYHKIUja KOje OIArO-
Bapajy HaBemeHuM ¢opmanudmmma naeHtuuae. O maTiie IpoucTUYE U Clle-
neha ¢opmyrnamnuja reze Yepua.

Tesza Uepua 2 Kaaca unwmyumusro uspauyrsueus GynKyujae udenmuuna je
Ca KAGCOM HOPMAANO UPAUYHAUBUL PYHKYU]A.

N3 rtese Yepua (koja je omnmre npuxsahena, mako je Hemokasusa)
cilemy na Cy IOJMOBM WHTYWTHUBHO M3PaUyHLUBUX (YHKOUja, URM u3-
pauyHmBUBUX (yHEIMja, TjypUHr M3padyH/UBUX (YHKNMja UTIH. €KBUBa-
JIeHTHU. Y [ajbeM TEKCTy he, jeIHOCTaBHOCTU panau, Hajuyemhe OuTu
KopumheH caMO TEPMUH U3pavyHsuse Pynryuje.

Sanarak 38 Hanucamu URM npoepam xoju uspauynasa gynryujy f(x,y) =
T +y.

Pememe:
IIpennosxkenu amropuraMm ce 3acHuBa Ha cienehoj ocobunm:

r+y=cz+1+1+---+1
—_———

Y

4Alonzo Church (1903-1995), aMepuuku Jormdap

5Alan Turing (1912-1954), GpuraHCKM MaTeMaTHdap

SEmil L. Post (1897-1954), aMmepuukyu MaTeMaTudap

7AHﬂpej Anapejesuu Mapros (1856-1922), pycku Mmaremarudap
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Ilakne, BpemHOCTU & Ce€ CYKIEeCUBHO momaje BpemumocT 1 y myta. Omxro-
Bapajyhu URM mporpam moapasyMmeBa cienely modeTHy KOHGUIYpaIujy:

Ry Ry Rz ...
u cienehy panHy KOHOUIYpAIU]y:
Ry Ry Rs ...
’x—&—k\y \k \
roe k€ {0,1,...,y}.

novemax

2,100)

)
)

J(
S(
S(
J(1,1,1)

3
1
3
1

W=

Banarax 39 Hanucamu URM npozpam Koju uspavyrasa Gynxyujy

0 ,ak0ox <y

fla,y) = { 1 |, unauve

Pememe:
IIpennoskenu asropuraMm ce 3acHUBA Ha cienehoj ocoOmHM:

r<ys (FkK)(keN) y=x+k

Ilakie, BpeqHOCTU T, OOHOCHO Y Ce CYKIECHUBHO AOZaje BpeqHocT 1 cBe oK
ce He mOCTWUrHE ¥y, omHOCHO x. IIpBa MOCTUTHYTA BPETHOCT IPEICTABILA
6poj He MamU OX OHOT APYror. Y CKJIALy Ca THUM 3aK/bYUYKOM U ae(UHU-
uujom ¢pyuruuje f, napauyrara Bpensoct je 0 waum 1. Oagrosapajyhu URM
mporpam moapasyMeBa ciaenehy moueTHy KOHGUIypanujy:

Ry Ry Rs
u cienehy panHy KOHOUIYpAIU]y:

Ry Ry Rs Ry
’x ‘y ‘erk‘erk‘

rme k mobuja pemom Bpemuoctu 0,1,2. ...
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novwemax

z — R3
y — Ry
0 <
— a z<y
< y=rs
rg:=r3+1 | 1o | ( wpaj >
]
1. T(1,3) Tz — R3
2. T(2,4) y— Ry
3. J(2,3,8) y=rz?
4. J(1,4,10) w=r?
5. 5(3) rg =13+ 1
6. 5(4) rg =14+ 1
7. J(1,1,3)
8. z(1) 0— R
9. J(1,1,100) xpaj
10.  2(1)
1. S(1) 15 Ry

Ucru npobieM mMoske OMTU pelled UM Ha APYTW HauwH. AJTepHaTUBHU
URM mporpam Kopuctu cienehy pamgHy KOHGUrypamujy:

Ry Ry Rj3 .
rae k mobuja pemom Bpemnoctu 0,1,2... cBe OOK HE AOCTUTHE BPETHOCT

x, omHOoCcHO y. IIpBa mocTuUrHyTa BpPEmHOCT IPENCTaBbha OPOj HE MAHU O
OHOT Apyror. Y CRJIaNy Ca TUM 3aKbYYKOM U HepumHUIUjoM (yHENUjE f,
n3pauynara Bpensoct je 0 mam 1.

novwemax

da z<y
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1. J(1,3,5) =z=k?

2. J(2,3,7) y=k?

3. S(3) ki=k+1
4. J(1,1,1)

5. Z(1) 0— Ry

6. J(1,1,100) xpaj

7. Z(1)

8. S(1) 1> Ry

Bamarax 40 Hanucamu URM npoepam KOJju u3pauyrasa Gyrxyujy

T—Y ,ax0x >y
fley) = { 0 UHaYE

Pememe:

IIpennosxkenu asropuraM ce 3acHUBA Ha cienehoj ocoOmHM:
z=r—ysor=yt+z
Ogrosapajyhu URM mporpam moapasymeBa cienely modeTHy KOHOUTY-
panmjy:
Ry Ry Rs
u ciaenehy pamIHy KOH(GUI'Ypanujy:

Ry Ry R3 Ry .

nowemax
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1. J(1,3,5) ax=k?

2. J(2,3,7)  y=k?

3. 5(3) k=k+1
4. J(1.1,1)

5. Z(1) 0 R,
6. J(1,1,100) xpaj

7. S(3) kE=k+1
8. S(4) zi=z+1
9. JB3.1,11) k=a?
0. J(1,1,7)
11. T(4,1) : > R

Banarax 41 Hanucamu URM npozpam Koju uspavyrasa Gynxyujy
fla,y) =y

Pememe:
IIpennosxkenu anropuram ce 3acHuBa Ha ciaenehoj ocobuuu:
xT xT

——— —
ey=c+ @+ D+ + 0+ +1)

y
Ogrosapajyhu URM mporpam moapasymeBa cienely modeTHy KOHOUTY-
parmjy:

R Ry Rs
u cienehy panHy KOHOUIYpAIU]y:

Ry Rs R3; Ry Rs

rae k mobuja pemom Bpeanoctu 0,1,...,¥y, & 32 CBaKy OJ OBUX BPEIHOCTHU
l mobuja pemom Bpemuoctu 0,1,... 2.

1. J(1,10,100) ako je x =0, onma Kpaj

2. J(2,10,13) y=07?

3. T(1,3) zi=z

4. S(4) ki=Fk+1
5. J(4,2,11)  k=y?

6. Z(5) [ =

7. S(5) li=1+1
8. S(3) z=z+1
9. J(5,1,4)

10.  J(1,1,7))
11. T(3,1) 2o Ry
12, J(1,1,100)
13, 2(1) 0— Ry
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novemax
da
x=0

<

Bamarak 42 Hanucamu URM npoepam KOju u3pauyrasa Gyrnxyujy
fx) =27

3amarak 43 Hanucamu URM npoepam Koju uspauynasa gynkyujy

= { § ol

, uHaMe

Sanarax 44 Hanucamu URM npozpam Koju uspavyrasa Gynxyujy
f(x) = [Va]

Pememe:
IIpenmosxkenu asropuraMm ce 3acHUBA Ha cienehoj ocoOmHM:
n=[Vr]en?<z<((n+1)?
Ogrosapajyhu URM mporpam nozapasymeBa cienely HOd4eTHY KOHQUTY-
panujy:
Ry Ry ...

ERLNE

u cienehy panHy KOHOUIYpAIU]y:

R, Ry Rs Ry ...
(ri [ [S=W+D)* [k [ ...

rae 3a spemroctu n u S Baskn S = (n + 1)%.
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novwemax

1. S3) S:=1

2. Z(4) k=0

3. JB,4,7) S=k?

4. J(1,4,15) x=k?

5 S4) k:=k+1
6. J(1,1,3)

7. 5(2) n:=n+1
8. S(3) S:i=8+1
9. Z(4) k=0
10. S(4) ki=k+1
1. S(3) S:=S+1
12.  S(3) S:=5+1
13. J(4,2,2) k=n?
14, J(1,1,10)
15. T(2,1) n— Ry

3amarak 45 Hanucamu URM npozpam Koju u3pauyrasa gﬁymcuuyy‘g

T , uMade

xz/3 , axo 3|x
fw)={ 7 |
Samarak 46 Hanucamu URM npozpam koju uspauynasa gywwuyujy f(r) =
%]
T -

8Ykonuko je GpyHENUja HemepuHICAHA 32 HEKE BPEAHOCTH apryMeHTa, YMECTO OArO-
Bapajyhe Bpennoctu ¢yuknuje nucahemo 1.
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Bamarak 47 Hanucamu URM npoepam Koju u3pauynasa gyrnkyujy

S [¥] Lakoz#0
fley) = { 0 , uHaye

Samarak 48 Hanucamu URM npozpam koju uspauynasa gynwkuujy f(z) = x!.
Banarax 49 Hanucamu URM npozpam Koju uspavyrasa Gynxyujy

(4] , aKo 2|z

z+1 |, unaue

YRR

3.2 IIpuMuTUBHO peKyp3UBHEe (pYHKIUje

3.2.1 IlpuMmuTuMBHaA pekyp3uja

Hedpurunmja 3.5 3a gynryujy f : N1 — N xaocemo da je Odobujena
NPUMUTUBHOM DeKyp3ujom 00 dynryuja g : N® — N u h : N"*2 5 N, y
osnayu f = Rec(g,h), ako u camo axo sancu:

flay, e, ..., 2,,0) = g(x1,22,...,2p)
f(xlvaa"';xnay+1) = h($1,l’2,...,xn,y,f(x1,$2,...,l’n,y))

Hanomena: Pyurnuje ¢ mu h u3 ropme aeprHunUje HE MOpajy Outm TO-
TajHe, na HU (yHEIUja f He MOopa OuTm TOoTajgHA. Y CIAydajy Kama je
n =0 ¢yHEIUja g, kKOja je Tanma apHoctu 0, je KOHCTAHTA.

Teopema 3.1 Heka cy g : N® — N u h : N"*2 — N momaane dynryuje.
Tada nocmoju jeduncmeena momaana gynryuja f maxea da saxncu:

flxy, e, ... 2,,0) = g1, 22, ..., Tp)
f($17l'2,...,$n,y+1) = h(ﬁCl,l’Q,-..,l'n,y,f(l'l,mg,.--,xn,y))-

Axo je ¢ymrmuja f mobujeHa TPUMUTUBHOM DPEKYP3UjOM, OHIA caMma
meHa Ne(UHUINUja UMIINNVPAa HAUWH 32 W3PadyHaBame BPETHOCTH (DyH-
knuje f(21,%2,. .., Tn,Y):

f($17$27~-~,$nall) :h($17$27~-~733m3l— 1af(x17x27"'axnay_1))
f($173327~--7$my_1) :h(xlax27"',$nay_2af($17x2>"-;$n7y_2))

f(x17m27 e 7xna2) = h(‘rlvm27 ooy Ty ]-7f(x13x27 vy T,y 1))
f(x17x27 sy Ty 1) = h(x17$27 ce 7In507f(zla'r27 s 79371,70))
flx1,29,...,2,,0) =g(x1,22,...,2y)

Ogatie je ouuriaenHo ma ako cy (GpyHEROUje g u h M3padyHJLUBE, OHIA
je raxkBa m ¢pyurnuja f. PopmasiHO, rope m3pedeHo TBpheme je uckazaHo
caenehoMm TeopeMoMm.



3.2. Ipumumueno pexypausre Pynryuje 51

Teopema 3.2 Axo je dynxyuja f Odobujena npumumuenom pexypaujom 00
URM uspauyrpueus gyrkuuje g u h, onda je u ma gynxyuja URM uspauynou-
aa.

3.2.2 Cyncrurymnuja

Hepunnmuja 3.6 Hexa je & = (x1,22,...,%Tn), 91,92,---,9k : N* — N
wh : NF = N. Synxuyuja f : N* — N je dobujena cCymcTuTymmjom
(cnarameM, koMmosumujoMm) 00 gynruuja h u g1,92,-..,9k, Y osnauu f =
Sub(h; 1,92, -+, gk), KO U CAMO AKO 8aAACU:

f(@) = h(91(2), 92(F), . . ., g (T))

Teopema 3.3 Axo je gynruyuja dobujena cyncmumyyujom 00 URM uspays-
HUBUT, OHOG je u 0Ha URM U3PAYYHHUEA.

3.2.3 IIpuMuUTHUBHO peKyp3UBHE QYHKIH]je

Knaca npumMutuBHO pexkyp3umBHUX (YHKIMja je HajMama Kilaca (QyHKIZja
KOoja canp:xku ocHOBHe ¢ymEmuje 0, s m P m 3aTBOpeHa je 3a omepamnuje
IPUMUTUBHE PEKypP3Wje U CYNCTUTynuje. Kiaca OPpUMUTUBHO DEKYyP3UB-
HUX QYHKOIja je BeOMa MMUPOKa U CAAP:KU MHOI'e€ M3padyH/bUBe (QyHKI]jE.
WNnak, nocroje u uspauynpuse GpyHknuje (na yak ¥ TOTAJIHE U3PaYyHILU-
Be (yHEIHMje) KOje HUCY NPUMUTUBHO PEKyp3UBHE (HIP. BUAETH TEOPEMY
3.6).
Ocnosre (6asuune) dynrmumje cy mate y tabemu 3.2.3.9

’ Ha3UB (QYHKIUjE ‘ omnuc
HyIa—(QyHKII)a 0(z)=0
dyHRIU]a cien0eHnK s(x)=x+1
npojekTuBHa QyHRUMja | Pl(x1,T2,...,%n) =24, 1 <i<n

Tabena 3.2: Tabema OoCHOBHUX (pyHKNUja

Hanomena: CBu enementu n3z N mMory ce cMmarparu QyHKOMjaMa apHOCTU
0, 1j. koucranrama. Koucranry s(s(...s(0))) kpahe o3nauasamo ca n.
—_———

n
Hepunaunuja 3.7 Ckyn OPpUMUTUBHO PEKYP3UBHUX (DYHKIUjA, Y 03HAUU

PR, je najmanu ckyn $ynkyuje xoju cadpacu ocrosne PynKyuje U 3ameoper
je 3a cyncmumyuuly U NPUMUMUBHY PeKYP3uJy.

903make ocHOBHUMX (yHENUja cy yckiabeme 3a masuBuma OBUX (yHKIUja Ha eH-
rieckoM jesumky. Hamme, y nurepaTypu Ha OBOM je3WKy KODHUCTE Ce TEDMUHU Zero
function, succesor function u projection function. OuurienHa je m aHajgoruja ca ONrO-
BapajyhiumMm URM Hapenbama — HyJla—HapenboMm, HapenbOM ciaenbeHUK U HapendoM
opeHoca.
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Ckyn n-apHUX OPUMUTUBHO PEKYP3UBHUX (YHKIMja O3HAUABAMO Ca

PR™.

Cryn IPUMUTUBHO PEKYP3MBHUX (yHKIUja MOXKe ce Te(UHUCATH U Ha
caenehn HauuH:

Hepuaumuja 3.8 Cryn NIpuMUTUBHO PEKYP3UBHUX QYHKIUjA je CKyn Koju
sadosomasa caedeha ceojcmaa:

(1) Ocnosne gynryuje cy nPUMUMUBHO PEKYPIUBHE.

(17) Axo cy pynxyuje g1,92,...,95 : N = N u h : N* — N npumumueno
pexypausne, onda je u Sub(h; g1, ga,...,gk) NPUMUMUEHO DEKYPIUBHG
Pynryuja.

(7ii) Axo cy dynryuje g u h npumumueno pexypsuske gynrkuyuje, onda je u
Rec(h, g) npumumuero pexypsusra Pynkyuja.

() Ipumumuseno pexypauene Pynkuuje cy camo one Koje ce mozy 0ooumu
KOHAUHOM npumerom npasuaa (i)-(iii).

BurtHo cBOjCTBO IPUMUTUBHO PEKYP3UBHUX (YHKIMja je MCKa3aHO ClIe-
nehom Teopemom.
Teopema 3.4 Ceaxa npumumueno pexypsuena gyrnryuja je momaana.'®

Samarak 50 oxasamu da cy caedehe gynryuje npumumueno pexypaueHe:

r—1 ,axox >0
,axk0x =0

, AKO T > Y

=) Y
o) =iy ={ § 7Y et

(nc) fs(z,y) = |z —yl

Pememe:

10 Tokas Teopeme ce mosxke mahu y [5].
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(a) fi(z,0) =2+ 0=2=P(z)
filwy+ ) =2+ (y+1) =(@+y) +1=filz,y) +1=s(fi(z,y)) =
h(l'7y,f1(x,y))
Iakne, fi = Rec(P},Sub(s; P3)), rme P}, Pj s € PR, ka0 ocHOBHe
¢yurmmje, ma f; € PR.

(6) fo(2,0) =2-0=0=0(z)

Lo,y +1) = 2(y+1) = oy + 2 = falv,y) + v = fi(z, fol2,y) =
h(z,y, fa(x,y))

Haxmne, fo = Rec(0,Sub(fi; PE,P3)), rme 0, f1, P, P§ € PR, ma f, €
PR.

(8) f3(z,0) = 2" =1=s(0(x))
f3($7y+1) =¥t =a¥o = fg(x,y)m = f2(x7f3(l'7y)) = h(x7y7f3($’y))
Hakne, f3 = Rec(Sub(s;0), Sub(fa; PP, P3)) € PR.

(r) fa(0)=1
falw +1) = (x+ D! = (z+ 1) - fu(z) = s(z) - fa(z) = fa(s(2), fa()) =
h(z, fa(x))
Iaxne, fy = Rec(1, Sub(f2; Sub(s; P?), Pi)) € PR.

(n) Heka je ¢ymrmumja g : N? — N nedunucana ma caemehn mHauwn:

g(z,y) =g*
y+1
Baxn
g(x,0) ==z

g(z,y +1) =299 = f3(2, g(z,y))

Hakne, g = Rec(PL, Sub(f3; PE, P3)), na g € PR. Ilame, Bawu f5(z) =
g(x,x) = Sub(g; P{, P), ma fs € PR.

(b) f6(0)=0
fole+)=(z+1)—-1=x
Ilakme, fo = Rec(0,P?), ma fs € PR.
(e) fr(z,0)=2z-0==x
frlw,y+1) =z=(y+1) = (z=y)=1 = fo(z=y) = fe(fr(z,y))
Iaxmne, f; = Rec(PL, Sub(fs; P3)), ma fr € PR.

(x) fs(z,y) = |z —yl = (z=y) + (y=2) = fi(f2(z,y), f7(y,2)).
Hakmne, fg = Sub(f1; Sub(fr; P2, P2), Sub(fr; P2, P?)), ma fg € PR.
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Bamarak 51 Jokxazamu da cy caedehe ynxyuje npumumusro pexypausne:

(a)
1 ,axox >0
sgn(x) = 0 axox =0
(6)
__ 0 ,ak0ox>0
sgn(z) = 1 axkox =0
Pememe:

(a) sgn(0) =0

sgn(z+1) =1 = 5(0(x))

Ilaxme, sgn = Rec(0, Sub(s; Sub(0; P¢)) € PR.
(6) s97(0) = 1

sgi(z+1) = 0 = 0()

Ilakne, sgn = Rec(1, Sub(0; P?)) € PR.

Bamarak 52 Jlokazamu da cy caedehe Pynxyuje npumumusro pexypsusHe:

(a)

wen)={ g mer 2y
(6)

R R
(s)

aten = o et 7y
(2)

new)={ § oo r

Pememe:

(a) gr(z,y) = sgn(z=y) = sgn(f7(z,y))
Haxie, gr = Sub(sgn; fr) € PR.

(6) ls(z,y) = gr(y,x)
Iakne, s = Sub(gr; P2, P?) € PR.
() eq(z,y) =sgn(|lz —y|) = sgn(fz(z,y))
Iaxkae, eq = Sub(sgm; f7) € PR.

(r) ne(z,y) = sgn(lz — y[) = sgn(fr(z,y))
Hakne, ne = Sub(sgn; f7) € PR.
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Bamarak 53 /Jlokazamu je npuMumuero peKypausna GyHryuja

3 ,akox=1luy="17

(@, y) = 5 ,ak0x=2uy=0
I\EY) =93 1 ,akor =4 uy=4
0 , unave

Penieme:
9(x,y) = 3-eq(x,1)eq(y,7) +5 - eq(w,2)eq(y,0) + eq(x,4)eq(y, 4)

Samarak 54 Joxasamu da cy caedehe Pynryuje npumumueno pexypaueHe:
(a) min(z,y)
(6) max(z,y)

Pememe:

(a) min(z,y) = z=(z=+y) = fr(z, f7(2,y))

(6) max(z,y) =y + (x=y) = f1(y, [7(z,y))

dykuuje f; u f7 cy IPUMUTUBHO PEKYP3UBHE, Ma KAKO je CKYI MPUMU-
TUBHO DEKyP3WBHUX (YHKIVja 3aTBOPEH 3a CYNCTUTYIUjy, CIeIV Ia Cy U
¢yHEIM]e Mmin 1 max IPUMHUTUBHO PEKYP3UBHE.

3amarak 55 Jokazamu da cy caedehe dynryuje npumumueno pexypsusHe:
(a)

ocmamax dememwa y ca r , ako x £ 0

Y , a0 x =0

o) = {

(6) ]
_ 2], axox #0
qt(x,y)—{o ,axk0x =10
(8)
, aKo x|y
, uHauE

div(z, y) :{ (1)

Pememe:
(a) rm(z,0) =0 = 0(z)

ocrarak gemema y+ 1 cax , ako x # 0
y+1 ,axk0 £ =10

e+ 1) = {
{ rm(z,y) +1 ,ak0z#0 A —(zly+1)
=4¢ 0
y+1

ako £ #0 A zly+1
ako z =0

rm(z,y)+1 ,ako x#0 A rm(z,y) #z—1

y+1 ,axko0 z =0

0 , MHaUe

= (rm(z,y) + Dsgn(z)ne(rm(z,y) + 1,2) + (y + 1)sgn(z)
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dyurnumja rm npunana kaacu PR, jep ce MOke TOOUTU CYTICTUTYIIjOM
U IPUMUATUBHOM PEKYP3UjOM M3 IPUMUTUBHO PEKYP3UBHUX (YHKIM]A.

(6) gt(z,0) = 0= 0(x)

v ako 2 #£0
qt(ﬂc7y+1):{(g””] aﬁoxio
g ,ako x £Z0 A —(z|y + 1)
= 141 ,ak0xz#0 A zly+1
0 ,ako x =0
qt(x,y) ,ako £ #0 A rm(x,y)+1#x
=< qt(z,y)+1 ,ak0xz#0 A rm(z,y)+1=2a
0 ,ako € =0

= qt(z,y) + sgn(z)eq(rm(z,y) + 1, z)

. 1 , ako z|y
div(z,y) = { 0 I/IHaqel

{ 1 ,ak0x#0 A rm(z,y) =0

0 , uHaue

= sgn(z)sgn(rm(z,y))

3.2.4 OrpaHuueHe cyMe U IPOU3BOIU

3anarak 56 Hexa je g : N"t1 — N npumumueno pexypsusna dynryuja u
nexa je gynryuja f: N1 — N dedunucana na caedehu navun:

y
flar, @, ... xp,y) = Zg(wl,mg, ceey Ty, 1),
i=0
Loxasamu da je dyrnkyuja f npumumusro pexypsuena.

Pememe:

Bawxu:

flz1,22,...,2n,0) = g(x1,22,...,2n,0)

fley, o, oy, y+ 1) = flar, @0, . 0, y) + g(x1, 22, .o, 2,y + 1),
ma je ¢pyHKIUja f IPUMUTHUBHO DEKYP3VBHA.

Orpammuena cyma Moske Outu nedunucana uy popmu . g(%,z) Ha
ciaenehy HaUMH:

Zg(f,z) =0

2<0

> 9@ 2) =Y g(& 2) + g(&,y)

z<y+1 z2<y
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Ha ocuoBy came medpumHunuje cienu na je M OBAKO YBEIEHO OTDAHUUYEHO
cyMupame IPUMUTUBHO PEKyp3MBHA (yHENUja. Baxku m:

Samarak 57 Hexa cy g : N1 — N u wi,ws : N® = N npumumuswro
pexypsuene Pynruyuje. Pymxyuja f : N® — N defunucana je na caedehu
HAWUN:

wa (T1,T2,...,Tn)

f('rth,"'amn): Z g(l‘1,$2,...7$n,i)

i=wi1(x1,22,...,Tn)

npu wemy je f(x1,Ta, ..., Tn) =0 axo je wy (1, xa, ..., Tpn) > wa(T1, Ta, ..., Ty).
Loxasamu da je dynkyuja f npumumusno pexypsueHa.

Pememe:
Baxu
w2 (&) ~w1(T)
F(&) =sga(w (£)~wa(F)) > 4@,
i=0
rae je T = (x1,22,...,2,) u ¢ (Z,1) = g(Z, w1 (%) + 1), na je dpynrmmja f

OPUMUTUBHO PEKYP3WBHaA Ha OCHOBY IPETXOAHOI 3adaTKa.

3amarak 58 Jokxazamu da cy caedehe dynryuje npumumusro pexypsusne:

(a) y
qt1($,y):{ (4], axox #0

Y , a0 x =0

(6)
ocmamax demvewa y ca x , ako x # 0
Y , a0 x =0

e -
(e)

() = bpoj deaunaya bpoja x , axo xr # 0
™™= 0 ,ax0x =0

()

() = cyma deausana bpoja x , axo x # 0
=10 ,akox =0
(0)
_ | 1 , axo je x npocm 6poj
Pr(z) = { 0 , axo je x croxcen 6poj

(h)

m(x) = 6poj npocmuz bpojesa manux 00 T
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(¢)

() = bpoj npocmux deausaya bpoja x , axo x # 0
= 0 ,axkox =0

Pememe:
(a) Ba x # 0 Bamu:

H:k@kggdcﬂ
X X

skr<y<(k+1)x

kr<yskr-y=0

& sgn(kz—y) =1

v = gy sgn(iz—y)
{x}
i=1

ok 3a x = 0 Basku:
Yy
Z i-0y)=y-1=y=qti(z,y)

Ilakise, y OHIITEM CIIyYajy BarKwn:

Y
qti(x,y) Z n(iz— y
rmi(z,y) =y — - qta(z,y)
x
x) =Y sgn(rm(i,r))
=1

@) =D _i-sga(rm (i, z))
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(e)
ri(z) =) Pr(i)sgn(rmi(i,z))

i=1

Banarak 59 Hexa je g : N"*1 — N npumumueno pexypsuena dyrnryuja u
nexa je gynryuja f: N1 — N dedunucana na caedehu navwun:

Y

f(l'1,$27..-,l‘n,y) = Hg<x17$27"'axn7i)-
=0

Loxasamu da je dynkyuja f npumumusno pexypsueHa.

Pememe:
3amarak ce pelraBa aHAJOTHO 3aIATKY H6.

AHAJOTHO OrpaHMYEHO] CyMU, OPPDAHUYEHN NPOU3BOJ MOMKE OUTH 1e-
¢ummcan u y popmu [[,_, g(%,2) ma caenehn maumm:

Hg(f7z) =1

2<0
I 9@ 2 =192 -9&v)
z<y+1 z<y

Ha ocuoBy came nepununuje ciemu na je U OBAKO YBEAECHU OTPAHUYECHU
IPOM3BO IPUMUTUBHO PEKypP3UBHA (yHKIUja. Baxku um:

Samarak 60 Hexa cy g : N1 — N v wi,wy : N® = N npumumueno
pexypausne pymxyuje. Pywxuyuja f : N™ — N defunucana je na caedehu
HANUN:

wa (T1,T2,...,Tn)

f(xth,"'axn): H g($1,$2,...7$n,i)

i=wi(x1,22,...,Tn)

npu wemy je f(x1,a,...,Tn) = 1 axo jewi (1,29, ..., &Tyn) > wa(T1, Ta, ..., Ty).
Loxasamu oa je pyrnkyuja f npumumusro pexypsuena.

YmyrcTBo:
3anarak ce pelraBa aHAJOTHO 3aIATKY DT.
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3.2.5 OrpannueHa MUHUMU3AIja

Hedpwaumnuja 3.9 Hexa g : N"t' — N u x1,29,...,2, € N. Oueparop
(zeorpanuuene) MuanMusanuje ((HeorpanudeHu) y-oneparop) je gynryuja
dedunucana na caedehu nawun:

My[g(l‘hl?a cee 7$n7y) = 0]

Yy, e0de je y najmana epednocm makxsa 0a je g(T1, o, ..., Tn,y) =0
_ u epednocm g(x1,Ta, ..., Ty, 2) je dedunucana 3a cee z < y,
o axo maxea epeodHoCn NOCMoju
T, unave
Heka je f(x1,22,...,2,) = pzlg(z1,z2,...,2n,2) = 0]. Pyurumja f e
Mopa OUTH TOTajHa Yak U OHAA Kada je TakBa (GyHKuUja ¢ (HOp. y HEKUM
ciyJyajeBuMa He IOCTOjU z TakBo na je g(z1,Ta,...,Tn,z) = 0). Cauyso,

aKo je (pyHKNuja g IPUMUTUBHO PEKYP3UBHA, TO HE MOPa OUTH M QyHKIH]ja
f- MebyTtum, oBako yBeneHu omepaTtop MuHUMM3amumje moryhe je monau-
¢uKOBATH TAKO [a je nobujeHa (YHKIMja OIPUMUTUBHO DEKYP3UBHA U TO-
TaJIHA aKoO je TakBa (YHKIMja-apryMeHT, ¥ TO Ha cienehum HauwmH.

IHedoununuja 3.10 Hexa g : N"*1 — N v 21, 29,...,7,,y € N. Oneparop

orpaHruYeHe MUHMMU3anuje (OrpaHUdYeHU [i-OIepaTop) je dynkyuja Oedu-

HUCAHA HaA caedehiu H(I’%’U,H.'ll

w(z <y)lg(xr,xa,...,xn,2) =0]

z, ede je z majmama epednocm maxsa 0a je z <y u
= g(x1, 22, ..., 2y, 2) =0, ako marsa epedrocm nocmoju
Y, UHAYE

Bpe()Hocm Y Ha3u8aMoO 20PpHUM 02PAHUYEHLEM MUHumu3auuje.

Kana je ¢pyHrImja g ToTamHa, OAHOCHO IPUMUTHBHO DEKYDP3VWBHA, TAKBA,
je m ¢pyHKNUja Koja je m3 me nobujeHa OrpaHMYEeHOM MUHUMU3AIN]OM.

Banarak 61 Hexa je gynxyuja g : N1 — N npumumueno pexypsuena u
nexa je gyrnryuja f: N1 — N degunucana na credehu navun:

f(xla--~7xnay) :M(Z < y)[g(l‘lw""rn?z") = O]

Loxasamu oa je pynkyuja f npumumusro pexypsuena.

Pememe:
Axo je y =0, tana je f(x1,...,2y,y) =0.

UBpenmoct p(z < y)[g(x1,x2,...,%n,2) = 0] moHekan ce ozmauasa u Ha ciaexehn

y
HauuH: M z[g(x1,z2,...,%n,2) = 0]



3.2. Ipumumueno pexypausre Pynryuje 61

[IpernocTasumo xa je y > 0. Hepurummmo ¢ymrmmjy h : N Tt — N
Ha ciaenehwu HauwH:

k
h(z1,...,zn, k) = Hsgn(g(ml, ce T, 1))
i=0

dynrnuja ¢ je, mo mpermocTaBnM 3anaTKa, IPUMUTHUBHO DEKYP3WBHA,
a MCTO BakM U 3a (yHKRuUjy sgn (Bumeru 3amartak 51). Pymrumja h je
nobujeHa u3 OBUX (QYHKIMja KOPUIINEHmEeM OrpAaHMUYEHOT IPOU3BOIA, IIa je
1 OHA IPUMUTUBHO PEKyP3UBHA.

Ilopen Tora, Basku:

1 , axo g(x1,...,2n,2) Z03a cBe 2 < k
h(xh...,xn,k):{ 0 MHaqe( n2)

f(xl,"'axnay)
z, THe je z HAjMama BPEAHOCT TaKBa Ma je 2 < Yy U
= g(z1,...,2n,2) =0, aKO TAKBA BPEIHOCT IOCTOjU
Yy, UHaUe
= 6poj Bpemsoctu k taksux qa 0 < k <y u g(x1,...,2n,2) #0
3ace 0<z<k
= 6poj Bpemnoctu k takBux na 0 < k <y u h(zy,...,z,,k) =1
y—1
= Z h(z1,...,xn, k)
k=0

Ilaxne, 3a y > 0 Baxm:

y=—1

f(zla-"axfwy) = Zh(zlv"'axTHk)'

k=0
Y ommreMm ciyuajy, Basku ciaeneha jemHaxoct:

y=1 k

@, any) = sgn(y) - | S T sonlg(ar,....aa,)

k=0 1i=0

Kaxko je ¢pyurmuja f nobujeHa CyncTUTYIMjOM U OTPAHUYEHUM CyMUPa-

BbeM U3 OIPUMUTUBHO PEKYP3UBHUX (QYHKIUja, CIEAN Na je U OHA IPUMU-
TUBHO DEKYyP3UBHA, IITO je U Tpebayio NOKa3aTH.
Hanomena: Ilato tBpheme mMmniunupa u cienehm 3axibydak: y yCIOBY
MuHEMUu3anuje, ymecto 3Haka = (p(...)[--- = ...]) Moke cTajaTu U HEKM
Apyru penanujcku 3HaK (<, >, <, >, %), jep ce 0BU MOT'Yy U3Pa3UTU oMoy
OPUMUTUBHO PEKypP3UBHUX (yHKUMja (BUIETU 3amaTak H2).
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Banarak 62 Heka cy dynxyuje g : N1 — N v w : N — N npumumueno
pekypsuene u neka je Pyrnkyuja f: N" = N defunucana na caedehu navun:

flz, .o xn) = u(z <w(zy, ..., x0))[g(z1, ... 20, z) = 0].

Loxasamu da je dynkyuja f npumumusno pexypsueHa.

Pememe:

w(@1,emn) k

flxe,...,z,) = Z Hsgn(g(xh...mn,z’)) = fePR
k=0 =0

Bamarak 63 Joxazamu da cy caedehe Pynxyuje npumumusro pexypausHe:

(a)

21 axkox #£0
quo(x,y) = { [8] aKo T i 0
(6)
ocmamax npu 0emen cax ,axkox#0
rem(a:,y)z{ 0 ! Y cmomio

()
. 1 ,axkozxz>0,y>02x
div(z,y) = { 0 uHaye ’ v

(2)
. bpoj deaunana bpoja x , axo x # 0
ndw(m):{ 0 J J ,anoxio

(9)

| 1 , axo je x npocm 6poj
pr(w) = { 0 , unaue
(D)
| x-mu npocm bpoj , axo x #0
p”(“)_{o ,akox =0

(¢)

najeehiu npocm deaunay 6poja x , axo x # 0
long(z) = { 0 axko z =0
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Pememe:

(a) 3a x # 0 Basm:

z=quo(z,y) &2z <y<(z+ 1)z
= quo(z,y) = p(z <y + lgr((z + ,y) = 1]

Y ommTem caydajy Basmm:
quo(z,y) = sgn(x)u(z <y +1gr((z + Dz, y) = 1],
ma quo € PR.
(6) rem(z,y) = sgn(z)(y== - quo(z,y)) € PR
(B) Bawu:

diviz,y)=1<2>0 A y>0 A z|y
Sy>0 A rem(z,y)=0

Haxane, div(z,y) = sgn(y) - sgn(rem(z,y)) € PR.
(r) 3a = # 0 Baxm:

ndiv(z) = Z div(i, )

3a Bpennoct x = 0, BaxKM UCTa je THAKOCT:

0
ndiv(z) =0 = Z div(i, )
i=1
Ilakse, y ONIMTEM CIIydajy BaKu:
x
ndiv(z) = Z div(i, ),
i=1
ma je mata (yHKIUja TPUMUTUBHO PEKyP3UBHA.
(m) pr(z) = eq(ndiv(x),2) € PR
(b) Younmo HEKOIMKO BPEMHOCTU (GYHKLIUje Pn:
pn(0) =0, pn(1) =2, pn(2) =3, pn(3) =5, ...
U JOKAKUMO 72 BasKU:

pn(z) < pn(x +1) < pn(x)! +1
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=(pn(k)lpn(z)!+1) , k <z =pn(z)!+1 je nmu npoct uiu je nempus
HekuM npoctuM 6pojem Behium oxm pn(x)

=pn(z+1) <pn(z)! +1

pn(0) =0
pn(z+1) = p(z < pn(z)! + 1)[z je mpoct 6poj n z > pn(x)]
= p(z < pn(@)! + 2)[pr(z)gr(z, pn(z))]

Wctu npobiem Mo:ke OuTu pemreH u Ha cienehu HaumH:

Y

pr(e) = uly < 2°7)[D_ pr(i) = 2]

=0

VcnpasrocT u3bopa ropmer OrpaHndenha OBe MUHUMU3AIU]E CJiean
u3 jemaor on TBpbhema Teopuje 6pojesa.

Samarak 64 oxazamu da je caedeha gyrnkyujo npumumueno pexypauena:

(@), = cmenen 6poja pn(y) y Paxmopusayuju bpoja © , ako x,y >0
=90 , uKaye

Pememe:

(2)y = sgn(wy) - p(z <@+ 1div(pn(y)™*", z) = 0]

Bamarak 65 Joxazamu da cy caedehe Pynxyuje npumumusro pexypsusHe:
(a) [v/]
(6) (/3] (20¢ je Y0 =0)
(e) [av2]

Pememe:

(a) [Va] = uly <z + Dlis(z, (y +1)%) = 1]

Samarak 66 Jokxasamu da cy caedelie Pynryuje npuMumueno pexypausne:
(a) Nzs(x,y) (20e je Nzs(x,0) =0)
(6) NzD(z,y) (20e je NzD(z,0) =0)
(8) ¢(x) = bpoj nenezamueHur yeaur 6Pojesa KOju CY MA®U UAY JEOHAKU

T u ysajammno cy npocmu ca 2.

20Bako nepunucany ¢yHrmujy Hazupamo Ojieposom Pyrryujom.
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Pememe:

(a)

NzD(z,y) = quo(x - y,Nz8(x,y))

3amarak 67 Jokxazamu da cy caedehe dynryuje npumumueno pexypsusHe:
(a) f(n) =le-n]
(6) f(n) = [n- el

Pememe:

(a) Bamumumo 6poj e y obauKy pena:

k=0 k=0
e je
=1
Tn = E 7|7
k=n-+1 '

u nepuanmmmo ¢yurmmjy S : N — N Ha cnemehu mavwmn:

" nl
S, = —
|
— k!
3a n > 0 Bawku:
"1 Sh
= ) = Gy e
k=0
roe je R, =n-r,. IHame, MOke ce MOKA3aTU Oa BAKU:
Sh, Sn
" LR | =—l_
[<n T ] (n— 1)!} ’

OJlakJie, HA OCHOBY IOpH-€ jeIHAKOCT! u meduHuimje pyuknuje f, ciaenn:
Sn
n)=|————|_.
10 = 2]

Ouurnenno, narta GyHKIUja C€ MOXKE IPEICTABAUTYA KAO KOMIIO3UI]a TPUMU-
TUBHO PEKyP3WBHUX (QYHKIMja, Ia je ¥ caMa TaKBa.
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3.2.6 IIpumepu peKyp3uja Koje ce CBOe Ha IIPUMUTUBHY
Pexyp3ujy
Samarak 68 Pynxyuja f: N — N degunucana je na caedehu navun:
f(0)=0
fy=1
fn+2)=f(n)+ f(n+1),n>0"
Loxasamu oa je pyrnkyuja f npumumusro pexypsuena.

Pememe:

Heduanmumo ¢pysrnujy ¢ : N — N ma crexehu mauwms:
®(n) = of(n) . gf(n+1)

IMpumernmo na Bazu f(n) = (P(n))1, tj. f(n) je cremen Gpoja pn(l)(=
2) y ¢arropusannju 6poja ®(n). IloBomHO je, makme, mOKa3aTH Oa je
¢yurmuja ¢ nmpuMuTHBHO pekyp3uBHa, jep he, Ha OCHOBY 3anmaraka 64
¥ 3aTBOPEHOCTU CKyNa IPUMUTUBHO DEKYP3UBHUX (QYHKIWUja 3a CYICTU-
Tynujy, tTakBa outu u ¢ymruuja f. okasxkumo omma ma je dpyurnuja @
IPUMUTUBHO PEKYP3UBHA.
®(0) = 9f(0) . 3f(1) — 91 .31 _¢g
d(n+1)= of(n+1)  gf(n+2)

— of(n+1) | gf(n)+f(n+1)

— of(n+1)  gf(n)  gf(n+1)

= 9(@(M))2 , g(2(n)1 , g(®(n))2

= 9(®(n))
rzae je ¢pyuarmuja g : N — N nedunucana xHa ciaenehwn nHadns:

g(n) = o)z g(n)1 . g(n)2

dyurnuja ¢ je TPUMUTUBHO PEKYpP3UBHA, ONAKJIE CJIEAM O3 je TaKBa U
¢yurmmja ®, mro je u Tpebaso morazaru.

3amarak 69 Pynxyuja f: N = N dedunucana je na caedehu navun:
f(0)=1
f(1)=4
f(2)=6
f+3)=f(n)+(f(n+1))*+ (f(n+2))* n=0.
Loxasamu da je dynkyuja f npumumusro pexypsueHa.

Pememe:

Vckopucturu ¢yusmujy ®(n) = 27 . 3/ (nt1)5f(n+2),

BOBako nepunrcany GyHKIHA]Y HA3UBAMO PuboMavUje8UM HUIOM.
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Samarak 70 Hexa cy a u b damu npupoodnu bpojesu, a gynwyuje f,g: N — N
dedunucane cy na caedehu navun:

(0) =a

9(0) =b

Fn+1) = ha(n, f(n), g(n))

g(n+1) = ha(n, f(n), g(n))
20e cy dynryuge hi, hy : N — N npumumueno pexypsusne. okazamu da cy
dyrnruyuje f u g npumumuero pexypausme.

Pememe:

Wckopucturn ¢pymsnujy ®(n) = 27 . 39(n),

Bamatak 71 Pynxyuja f: N? — N dedunucana je na caedehu navum:

fla,y) = (zﬂj)

x
Loxasamu 0a je pynkyuja f npumumusro pexypsuena.
Pememe:

Iaty ¢yHKIU]y MOKEMO M3PA3UTU KAO KOMIIO3UIU]y IPUMUTUBHO De-
Kyp3uBHUX (VHKIMja Ha cienehu HauywH:

_ [+
flz,y) = {x'y'
Hanomena: Vlako je BpegHoCT (gi:!r,!%)l IpupoaaH 6GPOj KOPUCTUMO IEITOOPO-

jHO meibeme, jep meibeme Huje omepamnuja ckyma IN.

Wcru 3amaTak MOKEMO PEIIUTU W Apyraduje, KOpUIINemeM T3B. IBO-
cTpyke pekyp3uje. Hamme, Basku:

f(0,y) = (g) =1

0= (1) =1

T+ 1+y+1
Ly+1)=
flx+1,y+1) ( et 1 )

(z+y+1> <x+y+1>
= +
z+1 z
=fle+1y) + flz,y+1)
Moske ce nmokaszatu na je pyurnuja f nedumuucana Ha cienehwu mauws:
fOy) =1

flz,0)=1
flea+lLy+1)=flz+1Ly) + flz,y+1)
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IPUMUTUBHO pekyp3uBHa. Jlepmuumunmo zHajupe ¢pyurmujy ® : N — N Ha
crnenehu mauwn:

D(n) = H pn(k + 1)f(k’"_k)
k=0

Basku:
f@,y) = (2@ + y))at

Moske ce morazatu na je ¢dyHknuja ® TpUMUTHMBHO PEKYP3UBHA, ONAKIIE
caemu na je m GyHKUUja f IPUMUTUBHO PEKYP3UBHA.

3.3 Pexkyp3uBHe pyHKIUjE

Kao mro je Beh mamomenyrto y omesmky 3.2.3, IPDUMUTHUBHO DPEKYypP3UBHE
(yHKIMje MOKPUBAjy MUPOKY KJIACYy U3PaUYyH/bUBUX (QYHKIMja, &ld HE CBE.
Hop. 3a AxepmanoBy'? dyHEIM]Y ce MOke DOKa3aTu Oa je M3padyHJLUBA,
aJii He ¥ IPUMUTUBHO pekyp3uBHa. [lomohy omeparopa 3a HeorpaHUYeHY
MUHUMU3aNMjy (HEOTPAHWYEHU (i OEPATOD) MOTY OWUTH OMUICAHE jOII HeKe
U3PadYyHJLUBE (YHKIU]E.

3.3.1 AxepmaHoBa ¢yHKIUja

Hedpuunmumvo HU3 QyHEIUjA a1, Qg, ... : N — N Ha cnenehu maywmn:
ao(z) = s()
an+1(0) = an (1)
ant1(z + 1) = an(ant1(2))
Hexonuro npBux BpennocTu oBux (yHEIUja nato je y ciaenehoj tabe-
au:

[\ 0] 1] 2] 3] 4] 5] 6]
a0 1 2] 3] 4] 5] 6] 7
o 2 31 4 5| 6] 7] 8
s 3 50 71 9| 11| 13| 15
s 5 13129 | 61 | 125 | 253 | 509
au 13 | 65533
as || 65533

Moske ce nmokazatu ga Baske ciaenehe jemHarocTu:

ap(z)=o+1
a(z) =x+2
ag(z) =2x+3
ag(z) =213 -3

14Wilhelm Ackermann (1896-1962), memauku mormuap
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Axepmanosa ¢ymrmaja A : N? — N Moxe 6uTu meduHUCaHa HA CJaele-
hu mauwms:

A($7 y) = aw(y)

Bawxe u cnenehe jemmarocTn:

A0,y) = aoly) = s(y) =y +1

A((E +1, 0) = am+1(0) = am(l) = A(x’ 1)

Al +1Ly+1) = az1(y +1) = az(at1(y) = Az, Az + 1,y))
[ItaBumre, Mose ce MOKA3ATH Ja MOCTOjU jemHCTBeHa ¢pyHKmmja A : N2 —
N koja 3amoBosbaBa maTe yCJIOBE M TOTAJHA je, TO jecT AKepMaHOBA
¢yurnmja Moke OuTu HOOGPO IePUHUCAHA NATUM jeIHAKOCTUMA (BUIETH
3amartak 148).

Heduaunuja 3.11 Arepmanosa ¢ynrmmja je dynryuja A : N? — N xoja
3a0080ma8a caedehe jeonaxocmu:

(i) A0,y) =y +1
(i) Az +1,0) = A, 1)

(tii) Alz+1,y+1) = Az, A(x + 1,9))

Jlema 3.1 Axepmawnosa fywryuja sadosomasa caedehe ycaose:

(1) Alz,y) >y
(i1) Alz,y+1) > A(z,y)
(151) 11 < y2 = Alx,y1) < Ax,y2)

(v

(vi

A(z,y) > x

)
)
)

(iv) Az +1,y) > A(z,y +1)
)
) 1 < z9 = A(z1,y) < A(xa,y)
)

(vii) Az +2,y) > A(z,2y)

Jloka3s:

(i) TBpbeme hemo nmokaszaTu MHIYKIUjOM IO .
Sa z =0 saxu A0,y) =y+1>y.

IMpernocrasumo na Basku A(x,y) > y U DOKGKAMO Oa Tala BAKA U
A(z+1,y) > y. Hocaenwy nejemnakoct hemo mora3zaTy MHIYKIM]OM
o y.
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3ay = 0 sasu A(z+1,0) = A(z,1) > 1 > 0. IIpeTnocTaBUMO A& BasKU
Az + 1,y) > y u norasxumo na tana Baku u A(x + 1,y +1) >y + 1.

Alz+1y+1) =A(z, A(z + 1,y))
(ma ocuoBy medpunuimje ArepMaHoBe (QyHKOUjE)
>A(z+1,y)
(Ha OCHOBY MHIYKTUBHE IPETHOCTaBKe (3a I))
>y +1

(Ha OCHOBY MHIYKTHBHE IpeTHocTaBke (3a y))

(ii) TBpheme NieMo moKA3aTU MHAYKOUjOM IO .
S3axz=0sBaxku AO,y+1)=y+1+1>y+1=A(0,y).

IIpernocrasumo na Basku A(x,y + 1) > A(x,y) u mokakumo na rana
Bazku A(x + Ly +1) > A(z + 1,y).

Az + 1,y +1) =A(z, Az + 1,y))
(ma ocHOBY me¢unnimje AxepMaHOBe (YHKIVjE)
>A(z+1,y)

(ma ocuoBy yciaosa (1))

(7i1) Horaskmmo na Basku A(z,y1) < A(z,y2), rae je y1 < Yo, UHIYKIUjOM
IO Y2 32 UKCUPAHO Y.

3a yo = y1 + 1 Basku A(z,y1) < A(z,y2) Ha ocHOBY ycmnoBa (i1).

3a yo > y1 upernocraBuMo ma Bazxku A(x,y1) < A(z,y2) U DOKaKUMO
na tana Baxkn A(x,y1) < A(z,ye + 1).

A(I7y1> <A(‘Tv y2)

(Ha OCHOBY MHIYKTUBHE IPETIOCTABKE)
<A(.’IJ, Y2 + 1)

(ua ocuoBy ycaosa (ii))

(iv) TBpbeme hemo noKaszaTu MHAYKIUjOM MO Y.
3a y =0 Baxwu A(x +1,0) = A(z,1) = A(z,0+ 1).

ITpernocrasumo na Basku A(x + 1,y) > A(z,y + 1) u moraxumo na
rana Baskn Az + 1,y+1) > A(x,y + 2).

Kako Baxu

Az +1,y) >A(z,y + 1)
(Ha OCHOBY MHIYKTUBHE IPETIOCTABKE)
>y +2

(ma ocuoBy yciuosa (i))
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TO, Ha OCHOBY ycJyoBa (iii), ciemu:
Az, Alz,y +1)) = Az, y +2)

omakye ce, ropucrehum mepuuunumjy ArepMmManoBe (yHKIUje, HEIO-
CPenHO M3BOIN:
Alx +1,y+1) > A(z,y +2)

mTo je u Tpebaso moKa3aTu.
Ila 6u mokasauu na je A(x,y) > x uckopucrtuhiemo crenehy nnejy:
Alz,y) > Alz—1L,y+1)>---> A0, z+y)=x+y+1>=z
Nunyruujom no x noxaszahemo cinenehe tBpheme:
Az, y) = A0,z +y)
3a z =0 saxu A(0,y) = A(0,0+y), na onma u A(0,y) > A(0,0+y).

ITpernocrasumo na Basku A(x,y) > A0,z + y) U DOKaKUMO Oa Tana
Baskn u A(z + 1,y) > A0,z +y+1).
Az +1,y) Az, y + 1)
(ra ocHOBY ycaoBa (iv))
>A0,z+y+1)

(Ha OCHOBY MHIYKTUBHE NIPETIIOCTABKE )
Cana nmako mokasyjemo nato TBpbheme:

A(z,y) 2A(0,2 +y)
(Ha OCHOBY TPETXOIHO NOKa3aHOT TBpDema)
>r+y+1
(ma ocHOBy nedununuje AxkepMmanoBe (yHKIUjE)
>x

W3 ycaosa (ii) u (iv) caemu na Basku cuaeneha nejenuaroct:
Az, y) <Az +1,y) (*)

Toxrasxumo na Basku A(x1,y) < A(xs,y), Toe je x1 < To, MHAYKIM]OM
IO T2 3a (UKCUPAHO 7.

3a x9 = 1+ 1 Basku A(z1,y) < A(xe,y) Ha ocHOBY Hejemuaroctu (*).
3a xg > x1 upernocraBuMo na Baxku A(r1,y) < A(rz,y) 1 JOKaKUMO
na rtana Baku A(zy,y) < Alxs +1,vy).
A($1, y) <A($2, y)
(Ha OCHOBY MHIYKTUBHE MPETIOCTABKE)
<Az +1,y)

(na ocuoBy Hejemuaxoctu (*))
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(vii) TBpbheme hemo mokazaTm MHAYKIMjOM IO Y.

3a y = 0 Baku:

Az +2,0) >A(z,0)
(ra ocHOBY ycuosa (vi))
=A(z,2-0)

IIpernocraBumo na Basku A(r+2,y) > A(x,2-y) 1 JOKUKUMO Ia Tana
Baskn u A(x +2,y+1) > A(z,2(y + 1)).

Alz+2,y+1)
=A(z+1,A(x + 2,y))

(ma ocuoBy medpunumje ArepMaHoBe QyHKIUjE)
>A(x + 1, A(x,2 - y))

(Ha OCHOBY MHIYKTUBHE NPETIOCTaBKe U yciosa (iii))
>A(z, A(z,2-y) + 1)

(ma ocHOBY ycnoBa (iv))
>A(z,2-y+1+1)

(ma ocuoBy yciuosa (i) u (i)
=A(z,2(y+ 1))

d

Moske ce moraszatm na ArepMmaHoBa (yHKIMja HUje IPUMUTUBHO pe-
Kyp3UBHA MaKO OHE jeCcTe M3PAYyyHBUBA. 10 roBOpU Ma Kjaaca IPUMU-
TUBHO DEKYyP3UBHUX (yHKNMja HUje ,,HOBOJHO jaka’ na IOKpUje KIACY
CBUX M3PavYyHJ/bUBUX (YHKITjA.

Iloka3 ma ArepmanoBa ()yHKNUja HUje MPUMUTUBHO PEKYP3UBHA MOKE
ce M3BECTW TAKO IITO Ce MOKa3yje ma oHa ,,pacte Op:ke” om OuiIo kKoje
IPUMUTUBHO peKyp3uBHe (yHknuje. lIpenusHuje, 3a cBaxy IPUMUTUBHO
PEeKyp3uBHY (QYHEIU]Y f MOKe Ce IOKa3aT! na BasKU:

(Fk € N)(Vz1,...,x, € N) A(k, max(z1,...,2,)) > f(21,...,20)
Hapenena HejeqHAKOCT MOe OUTH DOKA3aHA MHIYKIUjOM IO CIOMKEHOCTH

¢yurmuje f.

Jlema 3.2 3a gynxuyuje h : N™ — N w g1,...,9m : N* = N, dynrxyuja
f:N" = N odegunucana je ca f = Sub(h;g1,...,Gm)-
Axo cy 3a0080meHU YCA0BU:

(i) Bpojk; (k; € N) je maxas da 3a cee npupodne bpojese 1, . .., Ty, 8axnCu:

Ak, max(z1,...,20)) > gi(z1,...,2n) (i=1,...,m)
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(i1) DBpoj ko (ko € N) je maxae da 3a cee npupodne bpojese Ti,...,Tm

8axNcU:
A(kg, max(x1,...,2m)) > h(z1,...,Tm)

(#5i) k = max(ko,k1,...,kn)+2
onda 3a cee npupodre bpojese T1,. .., T, BANCU:

A(k,max(z1,...,24)) > f(x1,...,2Tn)

Iloxkas:
Heka z1,...,z, € N u o3uauumo & = max(z1,...,Tn).
Ak, z) =Ak -1+ 1,%)
>Ak—1,241)
(ra ocuoBy neme 3.1 mox (iv))
=Ak—-2+1,2+1)
=A(k —2,A(k—1,%))
(ma ocHOBy nedununuje AxepmanoBe (yHKIU]jE)
C mpyre cTtpase, 3a i = 1,...,m BaKu:

Ak —1,2)) >A(k;, )
(ra ocuoBy zneme 3.1 mox (vi),
jep je k— 1> k; 36or ycuosa (iii))
>gi(T1,...,Tn)

(360r ycaosa (i))

u3 uera, Ha OCHOBY seMme 3.1 mox (ii4), caemm:
Ak —2,A(k—1,2)) > Ak — 2,g:(z1,...,24))
3a cBe ¢ =1,...,m, ma oTyga u:
A(k - 2; A(k - 1"%)) >A(k - 2,max(gl(z1, cee axn)v cee 7gm(x17 cee 7xn)))
>A(ko, max (g1 (21, -, Tn), s I (X1, -, Tn)))
(ma ocuoBy neme 3.1 mon (vi),
jep je k —2 > ko 36or yciuosa (iii))
>h(gl(x17 R 7:17”)7 A ,gm(x17 MR "Ijn))
(36or ycnosa (i1))

=f(x1,...,2n)

(ma ocuoBy medpununuje ¢pynxuuje f)

Ilakne Baku,
Ak, z) > Ak —2,A(k — 1,2)) > f(z1,..., %),

OJlaKje HEIOCPEIHO CIeOu NaTO TBpDheme.
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Jlema 3.3 3a fynxyuje g : N™ — N u h: N2 5 N, dynryuja f: N1 —
N Oegunucana ca f = Rec(g, h). Axo cy sadosomenu ycaosu:

(1) Bpojky (kg € N) je maxae da 3a cae npupoone bpojege 1, . .., T, 8GHCU:

A(kg,max(z1,...,2n)) > g(x1,...,Tn)

(ii) Bpoj kp, (kn € N) je maxas 0a 3a cee npupodne 6pojese X1, ..., Tn,Y,2
saxncu:
A(kp, max(z1,...,2Tn,y,2)) > h(z1,...,Tn, Yy, 2)

(t4i) k = max(kgy, kp)+3
onda 3a cae npupoodre bpojese T, ..., Ty, Y ANCU:

A(k,max(z1,...,2n,9)) > f(z1,...,Zn,y)

Jloka3:

Heka x1,...,%,, € N u o3aunMo & = max(xy,...,%,). JlokauMo Ha-
jupe na A(k—2,24y) > f(x1,...,Zn,y) Basku 3a cse Bpennoctu y (y € N).
Iloka3 M3BOAMMO WHIYKIMJOM TIO Y.

3a y = 0 umamo:

Ak —2,240) =A(k —2,%)
>A(kg, Z)
(na ocmoBy neme 3.1 mox (vi),
jep je k—2 >k, 360r ycnosa (ii))
>g(X1,...,Tp)
(360r ycunosa (7))
=f(z1,...,2,,0)
(ma ocuoBy mepununuje ¢pyuruuje f)
Ipernocrasumo na A(k — 2,2 4+ y) > f(x1,...,Tpn,Yy) U HOKAKAMO HA

rana Baku Ak — 2,2 +y+1) > f(z1,...,2,,y + 1). Karo je, Ha ocuoBy
VMHIyKTUBHE IPETIOCTaBKe,

A(k727i'+y) > f(xlv"'vxnyy)

Ak =22 4+y) >t +vy
(ma ocuoBy neme 3.1 mox (i))

lew' 3 Tn, Y
TauHa je ciaeneha HejemHarkocTt:

A(k*?,ii’ﬁ*l/) >max(xl,...,xn,y,f(xl,...,xn,y))
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OgnaBne, Ha ocHOBY nedpuHunuje AxepMaHoBe (DYHKNMje, HEIOCPEIHO W3-
BOAUMO

Ak =3, 24+ y+1) > max(x1,..., 20, Y, f(T1,. -, Zn,Y))
Hame,

Ak —3, Ak = 2,2 +y)) >A(k — 3,max(x1,...,Tn, Y, f(T1,. .., Zn,Y))

(ma ocuoBy sneme 3.1 mox (ii4)
300r HOCJIeAmEr YCI0Ba)

>A(kp, max(x1, ..., Tn, Y, f(T1,. .., Tn,y))
(ma ocuoBy zneme 3.1 mox (vi),
jep je k — 3 > kj, 360r ycnosa (iii))

Sh(zr, ..y Tny Yy f(@1, 000, 0y Y))
(360r ycaosa (ii))

=f(z1,...,2n,y+1)
(ua ocHoBy nedununuje pyuxuuje f)

Haxrne, BasKu:
Ak—=2,24+y+1)> f(z1,..., 20,y + 1)
mTo je m Tpebaso mokaszaru. KoHaUHO,

A(k,max(z1,...,%n,y)) =A(k, max(z,y))

=A(k — 2 + 2, max(%,y))
>A(k — 2,2 - max(Z,y))

(ra ocuoBy neme 3.1 mox (vii))
>Ak—2,2+4y)

(ma ocuoBy neme 3.1 mox (vi))
>f(z1,.. ., Tn,Y)

O

Teopema 3.5 Hexa je dgynwyuja f : N — N npumumueno pexypsusua.
Tada nocmoju epednocm k (k € N) maxea da 3a cee npupodne 6pojese
T1y-ee, Ty BANHCU:

A(k,max(z1,...,2,)) > f(x1,...,2n)

Iloxkas:

Heka x1,...,2, € N u o3saunmo & = max(z1,...,2,). Joka3 n3soaumo
WHAYKIU]OM IO CIOKEHOCTU ¢QyHKIuje f.

Axo je caosenoct ¢yuruuje f jemmaka 0, Tj. y ®HeHO] mepUHUNMjU HE
KOPUCTE Ce HU CYNCTUTYIUja HU NPUMUTUBHA DEKyp3uja, Tj. ako je f oc-
HOBHA ()VHEIMja, oHZA cy Moryha caeneha Tpu ciayuaja:
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f=0: Tagna je f(x) =0 3a cee z (x € N). Ako je k =0, onna Baxu:

A(k, ) =A(0, )
>0

(na ocmoBy neme 3.1 mop (v))

=f(z)
f =P Tana je f(x1,...,2,) =x; (1 <i<n). Aro je k =0, onna Baxu:

Ak, 2)=A0,2) =2+ 1>z, = f(x1,...,2n)

f=s: Tana je f(x) =2+ 1 3a cBe z (x € N). Axro je k =1, onna Baxu:

A(k,z) =A(1,x)
>A(0, z)
(na ocHoBy neme 3.1 mox (vi))
=r+1
—f()

IIpernocraBumo ma je tBpheme Teopeme TayHO 3a cBe (YHKIHj€ CJIO-
JKEeHOCTU Mame miu jemHake w. Heka je dysrmmja f ciaoskenoctn w +
1. Ioraxumo na je tBpbeme tauno m 3a takBy ¢ymkuujy. Moryha cy
crneneha nBa cayuaja:

f=8Sub(h;g1,...,9m): Tana je cBara ox dyurumja h,gi,..., g, CIOKEHO-
CTU Mal€ WU jeJHaKe W, A, Ha OCHOBY WHIyKTUBHE MPETIOCTABKE,
mocroje koucrtaure ko, k1, ..., ky KOje 3am0BobaBajy ycaoBe jgeme 3.2.
Ha ocmoBy seme 3.2, moctoju Bpemuoct k taxsa ma je A(k,T) >

f(a:l, e ,Jin).

f = Rec(g,h): Tana je cBaka on ¢pyurnuja h,g CI0KEHOCTU MAHE UK j€ -
HAKe W, 14 HA OCHOBY WHAYKTUBHE IMPETIOCTABKE, OCTOj€ KOHCTAHTE
kg m kj, xoje 3amoBosmaBajy yciaose jgeme 3.3. Ha ocmoBy meme 3.3,

nocroju Bpemuoct k taksa na je A(k,Z) > f(x1,...,Tn). 0
Teopema 3.6 Axepmarosa Pynryuje Huje NPUMUMUBHO PEKYPIUBHA.
Iloxkas:

IIpernocraBumo cympoTHo — na AkrepMaHOBa (YHKIMja jecTe MPUM-

UTWBHO PEKyp3uBHA. Tanga, HAa OCHOBY Teopeme 3.5, MOCTOju BPETHOCT
k (k € N) rakBa nma 3a cse Bpemoctu z u y Baxn A(k,max(z,y)) >
A(z,y). 3a z =y = k ouna sawu A(k,max(k,k)) > A(k, k), onakne ce
HenocpenHo u3Boau Herauna HejemHakoct A(k, k) > A(k, k). Hawme, Ax-
epMaHoBa (DYHKOUja HUje MPUMUTWBHO DEKYypP3WBHA. O
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Banarak 72 Heka je A : N? — N Axepmarnosa dynxyuja, a dyrnryuja f
N? — N defunucarna na caedehu navun:

f(z,y) = { A([g] ,Y) , ako je x denwuso ca 3

P , unave

Henumamu 0o au je gynkyuja f npumumueno pexypsueHa.

Pememe:

IIpernocraBumo ga Gyurnuja f jecre IpUMUTUBHO peKyp3uBHA. Bawku
A(z,y) = f(3z,y), omakue cuemu na je ArepMaHoBa (YHKIUja IPUMU-
TUBHO DEKyP3WBHA KAO KOMIO3WIMja TakBux ¢yHrmuja. To, mebhyrwmm,
nporuBpeun Teopemu 3.6. IHakme, ¢pyHErIMja [ HUje TPUMUTUBHO DPEKYD-
3UBHA.

Banarak 73 Heka je A : N? — N Axepmanosa dynxyuja, a dynryuja f
N2 — N defunucarna na caedehu navun:

z* , uMave

f(],‘7y) = { A(fﬂ,y) , aKo je r =2

Henumamu da au je pynryuja f npumumueno pexypaueHa.

Pememe:
Moske ce nokaszaru ma Baxu A(2,y) = 2y + 3. llraBume, Baxku

f(x) =eq(x,2) - 2y + 3) + ne(z,2) - f3(x,x),

rze je fs pyrrmuja m3 3anartka 50, a eq u ne ¢pyHrnuje u3 3anarra 52. Ha
OCHOBY OBa IBa 3aIaTKa, CIeu Ia je GpyHKuuja f IPUMUTUBHO PEKypP3UBHA
Ka0 KOMIIO3UIMja TAKBUX (PYHKIUja.

Banarak 74 Heka je A : N? — N Axepmarnosa fynxyuja, a dynryuja f
N2 — N defunucana na caedelu nawun: f(z,y) = A(rm(3,z),y), 20e je
rm(3, x) ocmamax npu demeny x ca 3. Henumamu 0a au je dynwkuuja f npum-
UMUBHO PEKYPIUBHA.

Pememe:
Ilepmuanmumo ¢yHKIUjE ag,a,as : N — N Ha crenehu Hauns:

ao(y) = A(0,y)

ar(y) = A(1,y)

az(y) = A(2,y)

Basxu ap(0) = A(0,0) =0+1=1wmap(y+1) = A0,y +1) =y +2, na
je ap € PR. Baxu a1(0) = A(1,0) = A(0,1) =1+1=2una1(y+1) =
A(l,y +1) = A0, A(1,y) ap(a1(y)), ma je ag € PR. Baxu az(0) =
A(2,0) = A(1,1) = A(0, A(1,0)) = A(0,A(0,1)) = A(0,2) =3 m az(y + 1) =

a(az(y)),
):

) =
(1,0)
A2,y+1) = A(l A(2,y) =a; na je ag € PR. (Moske ce nokazartu

(y

) )
u na Baxku: ao(y) =y+1, a1 y+2una(y) =2y+3.)
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dyurnuje ag, a1, as, M U eq Cy IPUMUTUBHO PEKYP3UBHE, Ta, U3

f(@,y) = eq(rm(3,2),0) - ao(y) + eq(rm(3,2),1) - a1 (y) + eq(rm(3,z),2) - as(y)

caemu na je m GpyHEUUja f IPUMUTUBHO PEKYP3UBHA.

IIpumernmo na ce Moxke nokaszaTu M OmIITHje TBpDewme — (yHKIUja
f nmedpuancana ma cunenehwm mauun: f(z,y) = A(rm(k,z),y), roe je k ¢uk-
CUpaH MO3UTHUBAH II€0 OPOj je IPUMUTUBHO PEKYP3UBHA (DYHKIUja.

3.3.2 MunnMmusanuja

I[IpuMuTUBHO pekyp3UBHE (yHKIN]je IOKPUBA]Y IMUPOKY KIACY U3PAUYHIbU-
BUX QyHKIMja, aiau He cBe (HOp. AkepMaHOBa (QYHKIUja je M3padyHILUBA,
aJIu HUje IPUMUTUBHO pekyp3uBHa). [lomohy omeparopa 3a mHeorpanude-
Hy MuHUMU3anujy (HEOrpAHWYEHU (i OMEpPATOP) MOrY OUTH ONUCAHE jOII
HEeKe U3PadyHUBe (DYHKIU]E.

IHedoununuja 3.12 Hexa g : Nt — N v x1,29,...,2, € N. Oneparop
(meorpannuene) MuauMu3anuje ((HEOrpaHUYEHN) (-OMEPATOD) je PynKyuja
dedunucana na caedehu nawun:

My[g(:ELan cee 7$n>y) = 0]

Yy, eoe je y najmana epednocm maksa 0a je g(T1,xa, ..., Tn,y) =0
- u epeonocm g(x1, T2, ..., T, 2) je dedunucana sa cee z < y,
- aKo maxea 8peorocm nocmoju

T, unaue

Bpenroct y y nepuHUNMjM OunNrIeqHO 3aBUCHU O BDEOHOCTH T1, T2, . . .,
Ty, ma ce p-omeparopom mobuja pyukumja f: N® — N una caenehu mauumn:

f@r, e, wn) = pylg(xr, 22, w0, y) = 0]

Tarxo nobujena ¢yurmuja f He MOpa OUTH TOTaJHA, YaK U Kaaa (YHKIA]a
g jecTe TakBa.

Ilpumep 3.1 Hexa je dynryuja g : N? — N deunucana ca g(z,y) = |z —3yl,
a pynxyuja f: N — N ca:

x/3 , axo 3|z

f(x) = nylg(e,y) = 0] = { v unave
Osaxo degurnucana gynrwyuje f nuje momanna, uaxo gyrwrkyuja g jecme.

Y3 CynNCTUTYIUjy U IPUMUTUBHY DPEKYP3Ujy, KOPUIINEHEM MUHIMUI3A-
uuje M3 OCHOBHUX (YHKIUja MOTylie je remepucartum jom Heke (yHKIH]je,
IIOpeN OHUX KOje Ce MOI'y NOOUTH KOPUIINEemeM CYNCTUTYUMje U IPUMU-
TUBHE pEKyp3Uje.

Hanomena: 3a pa3nuky O OrpaHUYEHE MUHUMU3aNuje, (HeorpaHUdYeHa )
MUHAMUI3ANUja He MOKe OUTU M3paskeHa MOMONY CYNCTUTYIMje U IPUMU-
TUBHE PEKyp3Uje.
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3.3.3 u-pekyp3mBHe (yHKIUje

IHeoununuja 3.13 Cxyn p-pexypsusaux GymsEnuja,'® y osnayu R, je ckyn
Koju 3a0080ma8a caedehe ycaoge:

(i) Ocnosne gynryuje cy p-pexypsusHe.

(13) Axo cy dymryuje g1,92,...,9%5 : N* - N u h : N* — N p-pexypsusne,
onda je u Sub(h; g1, 92, - - ., gK) p-DeKyp3uUBHG PyYHKUUIG.

(i71) Axo cy dynryuje g u h p-pexypsusne dynrkyuje, onda je u Rec(h,g) p-
PeRYPIUBHE PYHKUUIG.

(iv) Axo je g : N1 — N p-pexypsuena dynryuja, onda je u dynxyuja
00bujena U3 g MUNUMUSAYUIOM MaKohe [1-DeKypausta.

(v) p-pexypsusne Pynryuje cy camo ome Koje ce Mozy 006UMU KOHAYHOM
npumernom npasuaa (i) — (iv).

CKyIl CBUX N-apHUX /i-PEKyP3UBHUX (yHENUja o3Hadasamo ca R . -
peryp3uBHe (yHEIUje Kpalie Ha3MBaAMO PEKYP3UBHUM (YyHKIM]aMA.

Teopema 3.7 Ceaxa npumumueno peKypaueha GynKyuja je pexypauena, a
obpamno ne eaxcu (mj. PR CR).

Iloxkas:

Ha ocuoBy nedurumnuja 3.8 u 3.13 HenocpenHo cilequ Oa CBaka IIPUM-
WTUBHO DEKyp3uBHa (QyHKOUja jecte pexypsusHa (Tj. PR C R). Ilocroju
¢yHKIUja KOja je PeKyp3WBHA, aju HE W IPUMUTUBHO Dekyp3mBHa. Ha
npumep, AxepMaHOBa (YHKIUja 3al0BOJbABA Taj YCJIOB (BUAETU TeOpeMe
3.9 u 3.6). Iakme, PR # R, na Baxu PR C R. O

Hedpurumnuja 3.14 Kaaca Ro p-pexypsusnus gynkuuja je najmany ckyn mo-
MaARUT PYHKYUja KOJu cadpacu OCHOBHE FynKyuje u 3a4Mmeopen je 3a On-
epayuje cyncmumyyuje, pexypauje U MUNUMUIGUUIE NPUMEHERE HaA MOMAAHE
dynkyuje (mj. p-onepamop je 00360meH CaMO KO Kao pesyamam daje mo-

maany gynryugy).o

Teopema 3.8 Raaca C ceur URM uspauyrpusus fynkyuje jednaxa je xaacu
R ceuz pexypauenur dynxyuja.t’

Teopema 3.9 Joxasamu da je Axepmarosa gynxyuja pexypausna.

5Herku ayropu moceGHO nepUHUIIY U-DEeKYyDP3UBHe (YHKIUje U T3B. onwme pexyp-
sueHe Pynkyuje, a 3aTUM IOKa3yjy Ha Cy Te ABe Kjiace (YHKIHUja jeIHAKE U KOPUCTE
TEPpMUH pexypaueHne fynkyuje U 3a jeqHy 7 3a APYTY KIacy.

6Hexn ayropum pasimkyjy IIOjMOBE MHTYUTHBHO M3PAUYYHBUBUX ¥ ePEKTUBHO
U3pavdyHUBUX QyHENUja. Ha OCHOBY Te momene MHTYUTUBHO U3PAUYyHIbUBUM (YyHKIU-
jaMa oaromapajy pekyp3uBHe QyHKOuUje, a €peKTUBHO M3PAUYyHJbUBUM (YHKIUjaMa TO-
TaJHe PEKypP3UBHE (YHKIU]je, OTHOCHO Kiraca Ro.

17 Tokas Teopeme ce moxe mahu y [4].
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JTokas:
3a AkepMaHOBY (DYHKIU]Y BasKu:

(1) A(0,y) =y +1
(2) Az +1,0) = A, 1)
(3) Alx+1,y+1) = Az, A(x + 1,y))
Ypebenoj n-topxu (1, ...,1,) TpuapyEIMo 6poj’

21 tlgEetl - (p)Tetl

8

(Tenenos'® 6poj n-topke (x1,...,2y,)).

Hasomuvo majupe jeman mpumep um3pauyHaBama BpeaHocTu Akxepma-
svose ¢yurmuje (A(1,2) =4):

’ KOpak \ n3pagyyHaBame \ HU3 apr. \ TPaBUIIO \ TI'emenos 6p. HU3a apr.
0 A(1,2) 1,2 (3) 2233 = 108
1 A0, A(1,1)) 0,1,1 (3) 213252 = 450
2 A(0, A(0, A(1,0))) | 0,0,1,0 (2) 21315271 = 1050
3 A(0, A(0, A(0,1))) | 0,0,0,1 (1) 21315172 = 1470
4 A(0, A(0,2)) 0,0,2 (1) 213153 = 750
5 A(0,3) 0,3 (1) 2134 = 162
6 4 4 2% =32

Ilata Tabena maycTpyje cXeMy M3padyHaBamba BPETHOCTU AKepMaHOBe
¢yHEIZje moMONy KoampaHOr HU3a IPUPOTHUX OpojeBa. Kopamnu Tor ms-
pauyHaBama o3HaueHu cy ca 0,1,2,....

Ipasuno (1) mpuMmemyje ce ako je y HU3y apryMeHaTa IPETHOCIEN-
wu unal jexnsak 0. Ilpasuino (2) mpumemyje ce ako je y HU3Y apryme-
HaTa npernociaenmu yian sehu on 0, a nocnenwu jennax 0. IIpasuio (3)
IpuMembyje ce ako Cy y HM3Yy apryMeHaTa HOCJIenma nBa diaaHa Beha on
0.

Hedurnummvo ¢yurmmjy f: N3 — N ma crenehn mauwmm:

f(z,y,n) =,,Tenenos 6poj HU3a apryMeHaTa y n-TOM KODaKYy
n3payyHaBama Bpennoctu A(z,y)”

Ako ce uspauyHaBame Bpenuoctu A(z,y) 3aBpmuy y ng-TOM KOPAKy W aKo
je f(x,y,ng) = z, ouna je mo morosopy f(x,y,n) =z 3a cee n > ng. Hup:
f(1,2,4) =750, f(1,2,6) = f(1,2,7) = f(1,2,8) =--- =32

Hokaxumo na je gyHrmuja f OIpUMUTUBHO pekyp3uBHA. JledmHUmMIMO
npemukare Py(z), k= 1,2,3 na crenehiu nayun:

Py(z) ©,,z je Tenenos 6poj HU3a apryMeHaTa Ha KOje

ce mpuMemyje k-To mpaBuiao”’

18y noka3y Teopeme KODPHCTH ce (YHKIUja pn(z) nepunucana y 3sanarky 63 u
¢yurnuja (z)y nepurmcana y sanarky 64.
YKurt Godel (1906-1978), amepudkm jgoruduap ayCTPUjCKOT IOPEKJIa
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Hedurummnvo ¢yurmmje hy, : N — N, k = 1,2,3 na cnenehu maunn:?®

,,J'emesoB Opoj HM3a apryMeHaTa KOju ce mobuja
Kaaa ce k—TOo mMpaBUJIO MPUMEHU Ha HU3 apryMeHaTa

hi(2) = unju je ['emenos Gpoj 2”7, aro Pi(z)
0, wuHaue
Tana Basku:
hl(f(a:,y,n)) , aKO Pl(f(x7yan))
ot D=4 BTTI o RiHomn)

flz,y,n) , MHA4Ye

Ila ©u ce morazamio ma je GpyHKmMja f IPUMUTUBHO PEKYP3UBHA, TOBOJLHO
je mokazarm ma cy mpemukatu Py (k = 1,2,3) OIpUMUTUBHO peKyp3uBHUZ!
u na cy ¢pynruuje hy (k= 1,2,3) IpUMUTUBHO pEKyp3UBHE.

Heduanmurmo ¢pyurnujy ¢ : N — N na crenehn Hauwmn:

b2

(2) = ,,Hajseha Bpemuocr j 3a kojy Bazku pn(j)|z” , ako je z > 1
=10 , aKo je 2 <0

Axko je z Tenmenos 6poj, onma je i(z) my:xuUHA HU3A KOjeM OH OArOBapa.
IIpasuno (1) npumenyje ce ako z IpeACTABILA HUA3 YUjU je IPETIOCIIE -
wu wiaH jemsak 0. Ilarie,

Pi(z) & i(2) > 1A (2)iz)~1 =1

IIpaBuso (2) npuMenyje ce ako z NPEACTABILA HU3 YUjU j€ IPETHOCIE N
wian Behu ox 0, a mocnenmu jemuak 0. laxkie,

PQ(Z) = Z(Z) >1A (Z)i(z) =1A (Z)i(z)+1 > 1

IMpasuiso (3) mpuMmemyje ce ako z IPEACTABIbA HU3 YKja Cy MOCIEIma ABa
winana Beha om 0. lakie,

P3(z) & i(2) > 1A (2)iz) > 1A (2)i(z)=1 > 1
Paznukyjemo, makae, Tpu ciaydaja:
1° Ako Baxu Pi(z), onma
z =27 372t (i) 1)t -pn(i(z))(z)i(z)

li> gr1tl gratl .pn(i(z)41)(2)“2)"'1

20 yurnuja hy y cayuajy —Pj(z) Mose uMartn 6UI0 KOjy APYTY BPEAHOCT, a HE CAMO
0, jep Ta BpeZHOCT He yTHMdYe Ha BpenHOCTH (yHKnUje f.
2penukar P je npumumueno pexypauear ako je HeroBa KapaKTePUCTUUHA
¢yurnuja Cp:
Cp(z1,...,7n) =

IPVUMUTUBHO PERYpP3UBHA.

1 , ako P(x1,...,Zn)
0 ,ako P(x1,...,Zn)
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f [z-pn(i(z)'l)(z)fm} ()

Z =
pn(i(2))
2° Axo Bawu Py(z), onna

2= 2mH 3Tl pn(i(2) 1) P01 pn(i(z)t

Dam o gm o (i(2) =) pn(i(2))?
2 pn(i())
2 |28

1) =)

3° Axko Baxu Ps(z), omna

7z =92uitl. gratl .pn(i(z)41)(2)“2)*1 ~pn(i(2))(z)i<2> EN

Sy g1l gaatl pn(i(2)=1) P17 (N Fie =1 pn (i(2)+1) Rie =1

. ; (2)i(z)—1 . . 1 (2)i(z) =1
1 [zommii) pr(i(2) + 1) o
pn(i(z)=1) - pn(i(z)) D
Osnaunmo Bpemuoct f(z,y,n) ca z.
z-pn(i(z 71 (z)'b(z
2pnli(z)) } aro Ps(2)
f(%%”"‘ 1) = pn(i(z);l()) ’ ?
zpn(i(2) O pn(i(z)+1) Pie)
p(i(2)=1)-pr(i(=)) T4 » axo Fy(z)
2 , MHAUE

Baskn:
f(z,y,0) =27+1gv!

f@ygn+1) = lzpn(ZEZ) 1) (z)‘| -Cp,(2) + [zpn(z(z))] - CPy(2)

pn(i(z)) @)
2 pn(i(2) PO pn(i(z) + DO
D)
+ 2 5g(Cp, (2) + Cpy (2) + Cp, (2)

Haxkne, ¢pyarnuja f jecTe IPUMUTHUBHO PEKYP3UBHA.

A(l‘,y) - (f(x,y,ﬂn[f(z,y,n) = f(:c,y,nJr 1)])171

Ognatne cnenu na je ¢pyurmumja A peryps3uBHA Kao QyHKIUja TOOUjeHA
KOMIIO3MINjOM M MMUHUMM3AIUjOM U3 PEKyDP3UBHUX (QyHKIUja. g
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Sanmarak 75 Hexa je f : N — N momaana pexypsuena dynxuyuja xoja je
,,1-17. Zokazamu da je gynwyuja f~' maxobhe pexypsuena.

Pememe:
Kako ¢ymrmumja f~! 3amoBosmaBa ycios

v=f"y) oy=f(2)

MOXKEMO je IPeICTAaBUTHU Kao

F ) = palf(z) =y

omakJe cienu TBpheme.

Samarak 76 Hexa je p(x) noauHom ca HEHE2ZAMUBHUM UEAOODPOJHUM KO ediu-
yujenmuma. Pynrkyujae f: N = N dedunucana je na caedehu navwun:

Y, 20e je Yy HaMamhU HeHeZamueHy 4eaodpojHL KopeH

noaurnoma p(x) — a,

aKo noaurom p(T) — a umMa Henezamusar 4easobpojar Kopen
1, ako noaunom p(T) — a HeMa HEHEZAMUBAH YEA0OPOJaN KOPEH

fla) =

Loxasamu da je dynxyuja f pexypsusna, xao u 0a NOCMOJU NPUMUMUBHO
pekypsuena yrryuia g Koja je npowupene®? dynryuje f.

Pememe:
Pyurnujy f MokeMo mpencTaBuTy Ha ciaenehu mavus:

f(a) = pzlp(x) = a

MTO je MOBOJHO Na 3aK/bydUuMO HOa OHA jeCcTe pPeKyp3uBHa. IloKyma-
jMO cama ma OApeIrMO jeTHO NPUMUTUBHO PEKYP3UBHO MPOUIUPEHE OBE
¢GyHKIH]E.

3anumumMo Hajupe MOauHOM p(z) y 00IuKy:

plx)=an -2+ -+ a1x+ag

Hame, npermocrasumo na je p(y) —a = 0, rge je y € N. Ila 6ucmo
OIpeIi TOPHE OrpaHudemke 3a Yy, pasaukoBahmo ciaemeha msa caydaja:

1° Ako je a9 — a # 0, ouna 360r

O:p(y)—a:an.yn+...+a1.y+a0_a

[eJpUBO Ca Y

BaKN Y | ag — a, omakie ciaemu ma y| |ag — al, omHOCHO Y < |ag — al.
Kopucrehu mejemaakocT Tpoyria KOHAYHO NOOKjaMO TOPHE OTDAHU-
Jeme 3a Y y ODJIUKY:

y < |ag| + |a| =ao+a=p(0)+a

22Kamemo na je pynknuja g npowupenwe pyuknuje f, y ozuamu f C g, ako U CAMO aKO
je Dom(f) C Dom(g) u f(z) = g(z) 3a cse = (z € Dom(f)).
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2° Ako je ag —a = 0, onga je p(0) —a = ap —a = 0, na je 0 Hajmamm
HeHeraTUBHU KopeH noauuoma p(z) —a. Bawm 0 = p(0) +a, ma u y
0BOM ciydajy mMamo ucto orpanmuese 0 < p(0) + a.

Iakne, ako moauHOoM p(r) — @ UMa HEHEraTUBHE LeJOOpOjHE KOpEHe,
OHIA 3a HAJMAKU TAaKaB KopeH y Baxku orpanuueme y < p(0) +a. Onzna
rpaskena ¢pyuruuja g (f C g) Moke 6utu nedrHUcana Ha ciaenehin Hauws:

g(a) = (px < p(0) +a+1)[|p(x) — a| = 0]

KOja OUUIJIENHO jecTe MPUMUTUBHO PEKYP3UBHA.

3.3.4 OmryuyuBu IIpequKaTU

Heka je P C N" n-apuu npeaukar. Y AajbeM TEKCTY, Kala Ce TOBOPU O OI-
JIYUMBOCTHU, YECTO Ne yMecTo TeEpMUHA MPEeAUKAT OUTU KOpUIINeH TepMUuH
npobieMm.

Jedpuuunumja 3.15 Kaparrepuctuuny ¢yurunjy Cp : N™ — {0,1} npedu-
xama P degunuwemo na caedehiu navumn:

1 , axo P(x1,...,2,
C’p(ml,...,xn):{ ( 1 )

0 , axo - P(x1,...,xy,)

Hepuunmuja 3.16 IIpeduxam P je omnyuuB (pekyp3uBaH) ako je mez08a
xapaxmepucmuuna gynryuja Cp pexypausna.

Hepunnmuja 3.17 Crxyn M je onmyuus (pekyp3uBaH) ako je 00ayuue npe-
Jukam ,,x € M”. Kapaxmepucmuuny ynryujy npedukama ,,x € M” nasu-
8aMO0 KapaKTEePUCTUYHOM (YyHKIUjoM ckymna M :

CM($17-~~,$n){ 1 ,ak0oxeM

0 ,ak0ox ¢ M

Samarak 77 Hexa cy P,QQ C N™ odayuusu npeduxamu. okazamu da cy
caedehu npedukamu 00y UB:

(a) =P

(6) PAQ

(6) PV Q

Pememe:
(a) C-p(Z) =1-Cp(2)
(6) CP (f) (f) - Cqo(7)
(8) Cpvo(Z) = max(Cp(Z), Co(7))



3.3. Pexypsusne dpynryuje 85

Sanarak 78 Hexa je P C N1 odayuue npeduxam. Zoxasamu da cy caede-
hu npeduxamu odayuueu:

(a) Q(F,y) = Bz <y)P(7,2) (= (F2)(2 <y A P(Z,2)))
(6) R(Z,y) = (V2 <y)P(7,2) (= (V2)(z <y = P(7,2)))

Pememe:
(a) Cq(Z,y) = sgn(3_,., Cp(,2))
(6) Cr(7,y) = Hz<y Cp(Z,z)

Bamarak 79 okxazamu 0a cy caedehu npeduxamu 00Ayuueu:
(a) N(z) =z je nenapan
(6) K(x) = x je nomnyn xyb
() SP(x) = x je cmenen npocmoz 6poja

Pememe:

(a)

CN(l‘) =

{ 1 |, ako = 2|z — rm(2,2)

0 , ako 2|z
(6) 3a npuponsne 6pojeBe BayKu:
T = y3 x>y
360r Tora maTu OpPEeauKaT MOJKEMO 3alucaTy Ha cienehu mauus:
K@ e Fy<z)e=y’

IIa Cce HeroBa KapaKTePUCTUYHA (YHKON]a MOKe M3Pa3UTH KaO KOM-
IO3UIMja IPUMUTUBHO PEKYP3UBHUX (DYHKIUja:

Ck(z) = sgn < Z eq(x,y3)>

y<z+1

Iaxrme, oBa ¢pyHKUMja je TPUMUTUBHO PEKYyP3WBHA, 1A OHAA U PEKYyP-
3MBHA, OJAKJE CJIeAu TBpDeme 0 OMIydMBOCTU NATOT IPENNKATA.

(8) Hexa je p mpoct 6poj, k € N\{0}uz =p*. Tamasassup<zuk <.
To 3maum na 3a npoussoman y (y € N) u pn(y)¥ = 2 sasmu pn(y) < z,
onnocHo y < z, jep je pn(y) > y. Harie, 3a qaTu IpeauKaT BAXKU:

SP(z) < (3p < z)(Ik < z)(z = p* A Pr(p))
& By <2)(3k < x) z = pn(y)”*

Ia KHEroBy KaAPAKTEPUCTUYHY (DYHKIU]Y MOMKEMO 3AIUCATU Ha CJIemIe-
hu mauun:

Csp(z) = sgn( Z Z €Q($ap"(y)k)>

y<z+l k<z+1
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OJaKJIe je OUMIJIEeNHO N1a je OHA MPUMUTWBHO PEKYP3UBHA, I1a OHAA U
PEeKyp3UBHA, ONAKJIEe cjear TBpheme O OMIydMBOCTU AATOT IpENu-
KaTa.

Bamarax 80 Hexa cy gynwuyuje f1,..., fm : N* — N pexypsuene u nexa cy
Py,...,P, C N" odayuusu npedukamu maxeu 0a 3a C8GKY N-Mopky T =
(X1,...,2n) & € N™ gamcu mauno jedan 00 wux. dokasamu da je fynryuja f
dedunucana na caedehu nawun:

f1(@) , axo P (Z)
f(z) = :

fm(Z) , axo Pp, (%)

PEKYPIUBHA.

Pememe:

J@ = fila)-Cp(2) e R
i=1

Hanomena: Harmacumo na momeH Heke on (GyHERIMja f; MOke OUTH U
mpa3aH CKyI, Tj. [a OHa HHje HepMHUCAHA HU 3a jelaH IpuponaH Opoj.
TakBy ¢yHEIUjy UecTO O3HAUYABaAMO ca fpy, a y OKBUPY AeduHUIUje (QyH-
kuuje f, Kao y oBoM 3amartkry, ymecto fy kpahe numemo 1. Ilpumerumo
na ¢yuruuja fp jecre pexypsumBHa. Ha mpumep, oHa ce MoOyke U3Pa3UTHU
momohy pekyp3mBHUX (QyHKIU]a Ha ciaemehm HaUwMH:

fo(Z) = py[0 = 1]

Banarak 81 Hexa je P C N1 odayuue npeduxam. Joxasamu da je gyn-
xyuja g : N — N dedunucana na caedehu narwun:

9(Z) = py[P(Z, y)]
| majmamwa epednocm y maxea da je P(Z,y)
T 1, axo me nocmoju epednocm y maxea da je P(Z,y)

PEKYPIUBHA.
Pememe:

9(%) = py[Cp(Z,y) = 1] = py[sgn(Cp(7,y)) = 0]

3.4 Emnywmepamuja

3.4.1 EdexruBHO HaOPOjUBM CKyIOBU

Hepunuaunuja 3.18 Ckyn X je HAOpOjUB ako u camo axo nocmoju bujeKyuja
f: X —N.
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Hepuuaunuja 3.19 Cryn X je eherTuBHO HAOPOJUB AKO U CAMO AKO MOC-
moju bujexyuja f : X — N makea da cy gynxyuje f u f~1 uwmyumueno
UBPAUYHHUBE.

Hanomena: Ilpumerumo na ce y OBOj He(GUHUIMjU KOPUCTHU IOjaM KHTY-
UTUBHO M3PAYyHBUBUX GyHEUUja unju nomeH Huje N. ®opmanna mnedpuru-
nyja 3axTeBa YONIITeHe CTPOTO 3aCHOBAHOT MOjMa M3PAYyHJLUBOCTH IPO-
IIMPUBAMmkEM OBOT IIOjMa U Ha (YHKIMje YMju JOMEH MOyKe OUTH MpOm3BO-
JbaH IpebpPOjUB CKYII.

”’H,G,H
Hepunuaunuja 3.20 Enymepannja ckyna X je npecauxasawe g : N "—  X.
Tada nuwemo X = {xg,x1,...} (ede je x, = g(n)).
Axo je pynkuuja g ,,1-17, onda kancemo da je g emymeparuja Ge3 HOHAB-
Jbarmba.

Teopema 3.10 Cuedehu cxynosu cy efexmuerno nabpojueu:
(i) NxN
(#4) N*T x NT x NT

(i4i) Upey N¥ (cxyn ceuz xonauwnuz nusoea)

Jloxa3s:
(i) Heka je ¢pymrmuaja m: N? — N nepunucana na ciaemehu mauwmm:
m(m,n)=2"2n+1) -1

HokaxkuMo na je oBako meduuucana ¢(yHrmuja Oujekmuja. Hajmpe
hemo mokasaru na je m ,,1-1”7 dyuRITja.

m(m,n) =m(z,y) =2"2n+1)-1=2"2y+1) -1
=2"M=2"A2n+1=2y+1
>m=zAn=y
= (m,n) = (z,y)

Ilokasxknmo cana na je m ,,Ha” ¢(yHKIU]ja.

m(m,n)=z=2"2n+1)—-1==z
r+1
2(1-‘1—1)1

1/ z+1

=2"2n41) =z 41 =2+
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IIpumerumo ma % (2&%1)1 — 1) € N. Baxu:

ma QyHKIUja T jecTe Oumjerimja.

Hame, ¢yHKUMja T je NPUMUTUBHO PEKYP3WBHA, KAO KOMIIO3UII]a
IPUMUTUBHO peKyp3uBHUX ¢yHkuuja. OHaA je OHOAa W pPEKypP3UBHA,
onmakie, Ha OcHOBY UepuoBe Tese, ciaenu na je OHa M3PAUYyHJLUBA.

HoxraxknMo canma ma mocroje ¢ymrmuje mp,my : N — N TaxkBe na
je m7Y(z) = (m(2),m2(x)) u ma cy ome uspauymmuse (IOBOBHO je
[OKA3aTU Aa Cy NIPUMUTHUBHO pekypsuBHe). Jlako ce mpoBepasa zxa
pyHKROUIjE:

m(x) = (z+ 1)

[3Hr] -1
mo(2) = l”]

3a10BOJbABA]Y TPaKEHE YCIIOBE.

AnrepraruBro, QpyHEIUMje T U T ce MOTY meduHUCATH U Ha ciaenehn
HauuH, kopucrehiu ocobuny na je m Oujeruuja m ma m,n < w(m,n)
3a cse m,n (m,n € N):

mi(x) = p(im <z)[(F1n)(0 <n <z Axn(m,n) = x)]

=um<z+1) Zeq(ﬁ(m,n),x) =1| € PR
n=0

mo(x) = p(n <x+1) Z eq(m(m,n),z) =1 € PR
m=0

Hexa je ¢ynrmuja & : N+’ 5N nepuHMCcaHa Ha ciaenehy HaUYMH:
£(m7nap) - 7r(7r(m - 17n - 1),17 - 1)

Kako je ¢yHEIUMja T IPUMUTMBHO DEKyp3UBHA U OUjeKTWUBHA, CJIEAU
na je m PpyHKIUja & TPUMUTUBHO PEKYP3UBHA U OUjeKTUBHA!

Emyn,p)=z & n(r(m—1,n—-1),p—1)==z
Sam—1n—1)=m(x)Ap—1=m(x)
em—1=m(m(x)) An—1=m(m(x)) Ap—1=my(x)
& €73(@) = (m(m () + 1, ma(m (@) + 1, ma(@) + 1)



3.4. Enymepavyuja 89

(#4i) Csaku mpupomaH Opoj T ce jeMUHCTBEHO MO:Ke U3PasuTu y OBJIUKY
r =3 2,0;2" rne je a; € {0,1} 3a cBe i (i € N). Omatie, cBaru
MO3UTUBAH €0 OPOj T MOKE Ce jeOWHCTBEHO WM3Pa3uTu y ODJIUKY
=20 4202 4. 490 rre 0 <b <by<---<b. Iame, cremu ga ce
CBAKU TO3UTUBAH I1€0 OPOj & MOKE jeIUHCTBEHO MU3PA3UTU Y ODJIUKY
T =201 4 9a1+az+1 et 2a1+a2+~~+a1+(l—1)’ roe 0 <a;, 1<1.

Kopucrehn nperxonny mnanejy mMosxkeMmo nepumHuICATH (OYHKIN)Y
7:Upe; N = N ma cnenehu nauun:

T(al, as, ..., ak) =920 4 2a1+a2+1 IS 2a1+ﬂ2+"‘+ak+k5—1 -1
®ymrnuje T u 7! cy GUjeKTUBHE U IPUMUATUBHO PEKYP3UBHE, OIAKIIE
caemu ma je crym (Jpo, N* e¢pexTuBHO HAGPOjUB.

Hanomena: 3a eaymepanujy (Komupame) KOHAUHUX HU30Ba MOKE Ce
KOPUCTUTU U HEKU IPYTY HAUYWH KOOUPAarma, Ha IPUMEp:

T(T1,...,xp) =2%13%2 - pn(n)*"

3.4.2 Emnymepanuja mporpamMa

Teopema 3.11 Cxyn P ceur URM npozpama je efexmusno nabpojue.

Ilokas:

Cpaku URM mporpam CacTOju Ce Ol KOHAUHOI HU3a WHCTPYKIUja U3
ckyna Z.2® Cpaky MHCTPYKIUjy U3 TOr Hu3a Moryhe je MOromHO KoampaTn
HEKVM NPUPOAHUM OpojeM, Ia OHOa TBpDHeme ciienu Ha OCHOBY TeopeMe
3.10 (meo (#i1)).

Heduuaumumo ¢pyuruujy [ :Z — N va cinemehu mauwmn:

B(Z(n)) = 4(n=1)

B(S(n)) =4(n=1)+1

B(T(m,n)) =4r(m=-1,n+1)+2

B(J(m,n,p)) = 4&(m,n,p) + 3

®ymrnuja B je m3padyHSUMBA, OUjeKTUBHA U 3a OYHKIMA]Y [~ 1 Baskm
(mera je x =4du+7r, 0 <r <3):

B~ Hz)=Z(u+1), akor =0

B~ Hz)=S(u+1), akor=1

B~ Hz) = T(ri(u) + 1, mo(u) + 1), aro r =2

B x) = J(mi(m1(u)) + 1, ma(m1(w)) + 1, m2(u) + 1), ako r =3

Hakne, n ¢ysxmmja (! je mspauyHsmumBa, ma je ckyll I edeKTUBHO
nabpojus. Ha ocrosy Teopeme 3.10 (zeo (iii)), cnemu na je u cryn g, Z¥
epexTUBHO HAOPOjuB, Tj. cKyn P cBux URM mporpama je epeKTuBHO HAOPO-
jus. Ilocroju Bume pasnuumtux omrosapajyhux Oujexnuja (pasauaurux

237 je CKyI CBUX URM MHCTPYKIja.
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KOIVpama), aJu MU HeMo y DajLeM TEeKCTy Kopuctutu ciaenehy Gujernujy
e TR .
v: U I = N:

")/(11,127 PN ,Ik) = T(ﬂ([l),ﬂ(fg), ‘e ,ﬂ([k))
O

Hepuuunuja 3.21 3a URM npoepam P epednocm y(P) nasueamo UHIAEKCOM
(romuuM 6pojem) npozpama P uau ['enenosum Gpojem npozpama P.

Hedpurunuja 3.22 URM npozpam P 3a xoju eancu P = y~(n) nasusamo
n-TuM URM IPOrPaMOM U 03HA%a8aMO 2a ca P,.

Hanomena: 3a pazaumumre BpemgHoCTH m u n, nporpamu P, u P, ce
pPa3auKyjy, ajJu TO HE MOpa [Oa 3HAUYMd A& OHU U3PauyHaBajy pPas3iuduTe
¢yHEKOUI]jE.

3.4.3 Enymepanuja n3dpadyyHJ/UBUX (QyHKIVja

3a a € N un>1ysogumo crenehe o3nake:

@fl”) = fgj) = n-apHa (QYHKIUja KOjy uU3paduyHaBa nporpam P,

W = Dom(®™) = {(x1,22,...,2,) | Palz1,...,2,) 1}
E(™ = Range(®™) = {®) (x1,29,...,2,) | (x1,22,...,2,) € Dom(®()}

YKOIMKO EKCILIUIUTHO HE HATJIACUMO APyradrje CMaTpaMo Ia je ped
0 YHaPHUM U3PAUYHIBUBUAM (PYHKIjaMa 1 YMECTO <I>,(11), Wél), Eél) TUIIIEMO
kpahe ®,, W,, E,.

Cpaka yHapHa M3padyH/bUBaA (QYHKOMja [OjaBJbyje ce y eHyMepaluju
Dp, D1, Do, ..., Ipu UeMy je TO eHyMepaluja ca HOHABHAKEM (jep mocToje
Pa3IMUUTU NPOrpaMU KOJU U3PAUyHaBajy UCTY (QYHKIU]Y).

Cse m3pauyHpuBe QYHKIMje MOT'Y OUTU €HyMepucaHe U Ha APYyTraduju
HaurH. Moske ce KpeHyTu O peKyp3uBHUX ¢yHEHuja (ymecTto ox URM
nporpama). OHe MOry OUTH eHyMepUCAHE U Ta eHyMepaluja WHIAYKyje U
eHyMepanujy U3pavyH/bUBUX (QyHKIMja (TO je eHyMepanuja ca IOHABIbA-
BEM Ka0 U Yy IPBOM IPUCTYILY ).

Teopema 3.12 Ckyn ceuz n-apHuz uspauyHLUBUT YHKYUUIQ C™) je nabpojue.

Teopema 3.13 Cxyn ceux uspauynsusur gyrwrkyuje C je nabpojue.

Jloka3s:

c=Jc™

n>1

Kako je mabpojuBa yHumja HAOpPOjUBUX CKyIOBa Takohe HaOpPOjUB CKyT,
ciequ na je CKyI CBUX m3padyHmbuBuX (GyHrmuja C HAOPOjUB. o
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Sanmarak 82 /Jlokazamu Oda ceakxa uspauyrmpusa Pynkyuja uma npebpojuso
MHOZ0 N0JABHUBARA (NPEOPOJUBO MHOZ0 UHOEKCA) Y EHYMEPAUUJU CEUT U3-
DAMYRDHUBUT PYHKUUIA.

Pememe:

Hexka je ¢ymrmmja f mspauynmusa. Tana, Ha ocHOBYy Tesze Yepua,
nocroju (6ap jemam) mporpam P koju je m3pauynaBa. Pymrumja f ce,
Iakje, y eHyMepalnujy CBUX M3PAUyHJbUBUX (QyHKUM]a nojaBimyje Ha y(P)-
tom Mecty (Tj. f = Pg4, Tme je a = y(P)).

IIporpamy P MoskeMo nonatu Heky HapenOy 6e3 nejcrsa (mmp. T(1,1)).
Tako u3MemEeHN TPOrpaM UMa, Pas3audutT KOx (Tj. oaroBapa My APyTY WH-
ZIEKC), alu U masbe uspadynasa ucty Gpyuruujy f. [lomasmajyhu osaj moc-
TyHnak MOKEMO Ma 3aKbydnMo na GyHkmuja f umMa GECKOHAYHO MHOIO WH-
eKCa y HU3Y CBUX M3PAUyHBUBUX (QyHKIUja (jep uMa GECKOHAYHO MHOIO
nporpaMa KOju je M3padyHaBajy).

Wunerkcu ¢pyuruuje f ywmue, nakie, GeckoHaYaH HOACKyn ckyma N, ma
je m Taj moackymn npebpojuB. lakie, cBaka m3padyHpuBa GpyHEIUja f nMma
IpeOdpOojuBO MHOTO MHIEKCA Y HU3Y CBUX M3PAUYYH/LUBUX (PYHKIUjA.

Samarak 83 Zoxazamu 0a momannur weuspavyrsueus gynkyuje f: N — N
UMA HENPEODOJUBO MHO20.

Pememe:
Y ommreM cay4dajy 3a Opoj nmpecaukaBama u3 ckyna Ay ckyn B Basku
caeneha jemHakocT:

{f1f:A— B} =B
Y cayuajy Toramuux ¢pyuruuja f: N — N, oHa ce cBomu Ha:
{17 N=NY =8 =C

Haxrine, roramaux ¢pyuruuja f: N — N uma HenpeOpojuBo MHOTO, ma KaKO
ToTamHuX uspauynsueur Gpyarmuja f : N — N mma npeGpojuBo MHOrO,
cilequ na TOTAJIHUX Heuspauynrusur Gyarnuja f: N — N uma Henpebpo-
JUBO MHOTO.

3.4.4 Meron mujaroHaJii3aIuje

MeTon AujaronaJusanuje 3acCHABA ce Ha uaeju kojy je Kamrop?* uckopuc-
THO Yy CBOM MOKa3y Ha je CKyI peaJHux OpojeBa HempeOpojus.

Meron mujaronann3anuje KOPUCTU ce y mpobiemuma ciaeneher Tuna:
,,Hexa je ¢g, d1,... enymepauuja objexama Hexoz muna. Ilompedbno je Kow-
cmpyucamu objexam ¢ ucmoz Muna Koju ce pazsukyje 00 ceur objexama

¢07¢1)"' ”'

24Georg Cantor (1845-1918), HemMa4yku MaTeMaTudap PYCKOD MOPEKIA
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Meron nujaronanmsanuje 3acHUBa ce, TeHePaJHO, Ha cienehem mpuc-
tyny: ,,Hexa ce xonempyucanu objexam ¢ pazsukyje 00 ¢n Ha N-Moj NO3U-
yuju (y nexom cmucay)”. HaBemena ommra cxemMa uMa pa3iuduTe UHTEP-
opeTanyje y 3aBUCHOCTHU OJ KOHKPETHOT NOMEHA.

Samarak 84 /Joxasamu 0a nocmoju momasne yrapra PyHKyuje Koja wuge
UBPAUYHAHUBE.

Pememe:
Heka je ¢pyurmuja f: N — N nepunucana Ha cienehu nauwn:

[ ®,(n)+1 , aro je ®,(n) mepurucano (tj. ako P, (n) )
fn) = 0 , ako ¥, (n) Huje nedpurucano (tj. ako ,(n) 1)

IToraskumo nma ce ¢yHrmmja f pasiaukyje 3a cBako n ox ¢yurmuje , y
tauku n. Ako je Bpemmoct ®¥,(n) medunucana, ouga je f(n) = &,(n) +
1 # ®,(n). Axo Bpemuoct ®,(n) Huje medpuuucana, ouna je QpyHrumja f
nmepunucana y tauku n (f(n) =0), na je f # O,.

Kaxko ce ¢yurumja f pasnukyje ol CBUX YHAPHUX U3PAUYYHILUBUX (yH-
KIja, OHZA ce OHA He mojaBiyje v emymepanmju CM,| ma oma muje ms-
pauyampuBa. C npyre crpane, Ha OCHOBY Ae¢umuunuje ¢yurnumje f je
OUUIJIETHO Aa je OHA TOTAJHA.

Banarak 85 Hexa je f : N? — N momaana uspauynsuea gyrnxyuja. Herxa
je pamusuja gynryuja gn, : N — N (n € N) defunucarna na caedehu navun:

gn(y) = f(n,y).

Eonempyucamu momanany uspawynsusy gynkyujy h - N — N makxey da je
h# g, 3a ceen (n € N).

Pememe:
Hedpmuanmumvo ¢pyurmujy h: N — N ma cnenehwu mauwmn:

h(x) = f(a,a) + 1

dyurnuja [ je TorasHa U M3pAUYyHIBUBA, A je TakBa U (yHKIUja h.
Iorasgumo na je h # g, 3a cee n (n € N). IlpernocraBuMo CympOTHO
— nma Basku h = g, 3a meko n (n € N). Tana:

h = gn =(Va)h(z) = gn(z)

wro je nporuspeunoct. akue, h # g, 3a cse n (n € N).
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Sanmarak 86 Hexa je fo, f1, f2,... nu3 ynapruz napyujesrur gynryuja. Kown-
cmpyucamu yraphy napyujeany gynrkyujy g maxsy da je Dom(g) # Dom( f,,)
3a ceen (ne€N).

Pememe:
Hedpmuanmumo ¢pyurmujy g : N — N mHa caemehu mauwms:

_J 0 ,ako x ¢ Dom(fs) (1. fe(z) 1)
9(x) = { 1 axo z € Dom(fy) (1j. folz) 1)

Horaxumo na Dom(g) # Dom(f,,) Baxu 3a cee n (n € N). IIpernocrasumo
cynporHo — za 3a Heko n (n € N) Basku Dom(g) = Dom(f,).

Axo je n € Dom(f,), onma g(n) 1, na je n ¢ Dom(g), omakme cienn
Dom(g) # Dom(f,). Axo je n ¢ Dom(f,), orna je g(n) | 0, ma n € Dom(g),
onaxie caemu Dom(g) # Dom(f,).

Y oba cayuaja ce mobuja ma je Dom(g) # Dom(f,), mro nporuspeun
opermocrasuu Dom(g) = Dom(f,). Ilakue, Baxn Dom(g) # Dom(f,) 3a
cBe n (n € N), wro je u Tpebayio DOKAa3aTH.

25

Sanarak 87 Tomaana ynapra gynruuja je moromono pacmyha axo u camo
axo f(n+1) > f(n) eamcu 3a cee npupodne bpojese n. Joxasamu 0a MOHO-
mono pacmyhur ynruuja uma Henpeopojueo MHozo.

Pememe:
IIpernocraBuMoO CynpoTHO — Ia MOHOTOHO pacTyhux (yHKUUja mMma
majBurre npebpojuBo MHoro. Heka je fo, f1, f2,... eHyMepanuja CBUX MO-

HoTOHO pacryhux ¢yermuja. IHepuunnmumo ¢ymxnujy g : N — N Ha
crnenehu mauwm:

9(0) = fo(0) +1
gn+1) = fapa(n+1) +g(n)
Iloka:kmMo 1a je oBako meduHmcana (QYHKIUja ¢ MOHOTOHO pactyha. 3a
IPOM3BOJBAH IPUPOIAH OPOj N BAKU:
gn+1) =frt1(n+1) +g(n)
(ma ocHOBy nmedpununuje ¢pyHruuje g)
>g(n)

(jep je fnt1 >0 wu fri1 je momorTono pacryha ¢yuruuja )

Iakne, pyurmmja g jecre MoHOTOHO pactyha. C apyre cTpane, JOKAKUMO

na ce GpyHKUMja ¢ He IOjaBibyje Yy eHyMepauuju CBUX MOHOTOHO pacTyhmnx
¢yurnuja, tj. ma g(n) # fn(n) 3a cse npuponue Gpojese n.
3a n =0 Baxkn

g(0) = fo(0) +1 > fo(0),

2 Mumemo f(x1,...,2n) =~ g(x1,...,Tn) aKo cy 3a N-TOPKY (Z1,...,Tn) BPEAHOCTH
¢yurnuja f u g uau obe HemepuHUCaHE AU 006 HePUHUCAHE U UMA]y UCTY BPEITHOCT.
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onmakiie ciaenu na je g # fo. ame, 3a npousBo/baH IpUpoOIaH OPOj N BAKU:

gn+1)= fopr(n+1) +g(n) > far1(n+1),
jep je g(0) > 0 u ¢pyurumja g je MmoHoToHO pacrtyha, na je u g(n) > 0.

Hakne, g(n) # fn(n) 3a cse mpupoxmme 6pojese n, mrTo, 360T mpeT-
mocraBke na je fo, f1, fo,... eHyMepanuja ceur MOHOTOHO pacTyhux ¢yH-
Knuja, 3Ha4YMm na (yHKOUja ¢ Huje MOHOTOHO pactyha. To, mebhyruwm,
IPOTUBPEYN NMPETXOMHOM 3aKJ/BYUKYy A OHA TO jecre. [lakie, MOHOTOHO
pacryhux ¢ysEIUja nMa HEIPeOPOjUBO MHOIO.

Sanmarak 88 Hexa je f ynapna napuujaana $ynkuuja (He HyICHO USPAYYH-
wpuBa) © m dam npupodan 6poj. Kowcmpyucamu meuspavynouey PyHryugy
g : N = N maxey da saxcu:

(Vo <m)g(x) = f(z).

Pememe:
Hedpmuanmumvo ¢pyurmujy g : N — N Ha caenehu mauwms:

flx) , ako T < m
gx)~q Pp_pmoa(z)+1 ,akoz>mu Oppp1(z)
0 ,ako x> mu Pp_pyq(x) T

N3 nepuunmmmje pymruumje g caemm (Vo < m)g(z) ~ f(x). Ilorammmo na
dyHEIMja ¢ HEje u3padyHmuBa. [IpeTmocTaBuMo CyIpOTHO — Aa (yHKIU-
ja g jecte mspauynmusa. Tana je g = ¥, 3a weko n (n € N). Uz g =P,
caiemu glm +n+1) ~ &,(m+n+1). Ipumerumo na je m+n+ 1> m.
Kopucrehin nedpununujy d¢pyurnuje g, ako ®,(m +n+ 1) |, onna:

gm+n+1)=Ppint1—ma(m+n+1)+1
=®,(m+n+1)+1
0, (m+n+1)

a ako je ®,(m+n+1) 1, ouna je gim+n+1) =0, na je gfm+n+1) #
&, (m+n+1). Hakue, y oba cinyuaja ciemu na g(m+n+1) # &, (m+n+1),
IITO MpOTUBpeun mpermoctaBmu ga g = ®,. IIpema Tome, He mOCTOju
Bpexnnoct n (n € N) raksa na je g = ®,, 1j. pyHKIUMja ¢ ce He mOjaBmyje
y eHyMepaluju ceur W3PadyHLUBUX (YHKOUja, IITO 3HAUM 14 OHA HUjE
M3PAadyHILUBA.

3.4.5 s —m — n Teopema

Heka je f(x,y) uspauynmusa ¢yHkuuja (He HY:KHO TOoTasuHa). Tana, 3a
CBakKy (UKCUpaHy BPEIHOCT @ MPOMEHJMBE T, QyHKIUja [ mpencrasiba
HEKYy YHApHY U3PaduyHILUBY (QYHKIU]Y Gq, TJ.

9a(y) = f(a,y).
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dyurnuja g, je U3pauyHILUBA, Ta TOCTOJU UHIEKC € TakKaB maa je g, = P,
u, narue, P.(y) ~ f(a,y).

IIpocTuju 06aUK S — M — N TeopeMe TBPAU M4 TA] UHIEKC € MOKe OuTu
e(peKTUBHO M3pavyyHAT Ha OCHOBY a. Omnmrum 06IuK § —m — n Teopeme
IpeacraBiba oaroBapajyhe yommreme Tor TBphema.

OBa TeopeMa ce YeCTO HA3UBA U TEOPEMOM MapaMeTpPU3aIu]e.

Teopema 3.14 (s — m — n) 2% Axo je f(z,y) uspauynnuea gynryuja, onda

nocmoju momaana uspauyrsuea gynxyuja k(xr) maxea da eaxncu:?’

f(@,y) = Prga)(y)-

ITocrojame ¢yurmumje k Koja je ToTaNHA U M3PpAYyH/LUBA U 3aT0BOJLABA
ycioB f(x,y) =~ P, (y) mokasyje ce momohy UR mammue KOja M3padyHaBa
¢yurujy f. 3aro ¢yuruuja k 3aBucu um o1 m300pa KOHKPETHOI TAaKBOT
nporpama P,, ma je k(z) = s(e,z) = si(e, ).

Teopema 3.15 (s — m — n) 28 3a 6usro xoje epeonocmu m,n (m,n € N)
maxae da je m,n > 1, nocmoju momasna uspauyr.Luse PynKYUja

si(e, X1, Ty .oy Tuy)

(aprocmu m + 1) maxea da eancu:?®

(I)gm+n) (xla T2y e e Tm, Y1,Y2,--- ;yn) = (bigl)(e,zl,zg,...,xm)(yl’ Y2, .- 7yn)

m

HaBeﬂeHy TeOpeMYy Ha3UBaMO § — 1M — 1 TEOPEMOM 360r HOT&HI/Ije Sy -

VcTo HA3MBAMO M H:E€H IPOCTUjU ODJIUK.

Samarax 89 /Jlokazamu 0a nocmoju momasna uspauyrwuea gyrnkyuje k
N — N maxea 0a je 3a ceaxy spednocm x (r € N), epednocm dynryuje
k(x) jeonaxa undexcy dgymryuje f(x,y) = [{/g]

Pememe:
Cxomno 3anaTry 65 u Teopemu 3.7, BaxKuU:

flz,y) € PR c R@

IIa Ce OHA jaBJba Y €HYMEPAIMjU CBUX OMHAPDHUX M3PAUYHIPUBUX (YHKIU]A,
Tj. BaxKU:

(Fe € N)f(,y) = ) (2, ).

26[IpocTuju 0b6auk s —m — n TeopeMme.
27 lokas Teopeme ce Moxe Hahu y [4].
280nmTH 06Uk § — M — N TeopeMme.

29 [Tokas Teopeme ce Moxe mahu y [4, 5.



96 Leo 3. Teopuja anrzopumama

durcupajMo jenHy TakBy BpemHOCT 3a e. Ha ocHOBY s —m — n Teopeme,
MOCTOjU TOTaJHA, U3padyHmuBa GyHEMMAja s : N2 — N TakBa 1a BasKu:

@é?) (.’IZ‘, y) = (I)s(e,x) (y)

3a nzabpaHo, YUKCUPAHO e, NePUHUNINMO TPpakeHy QyHKIN]y k kao k(x) ~
s(e,z). Tana:

Bamarax 90 /Jlokazamu Oda nocmoju momasna uspauyrwusa gyrnkyuje k
N — N maxsa da 3a ceaxy epednocm x (x € N) eancu

Wi ={y" |y € N}.

Pememe:
Hedurummuvo ¢yurmmjy f: N2 — N na crenehu mauum:

f(z,y) = pzlz* = yl.

Baxu f € R?, ma noctoju mumekc e takas xa je f(x,y) ~ o (z,y). Dux-
cupajMo jemaH TakaB MHIEKC e. Ha OoCHOBY s — m — n Teopeme je

) (2,y) = Bra) (y),
rue je k(z) roransa mspauyHpusBa Gysrnuja. lakie, Baxku
f(@,y) ~ peay (),
mna je

Y € Wi © Pr@)(y) 4
& fla,y) L
&S (FzeN)y=2"
= Wk(z) = {Zm ‘ PSS N}

Samarak 91 Hexa je n > 1. Zloxazamu 0a nocmoju momasha uspasyHbousa
dynwyuja k : N — N maxea da saxcu

i=1
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Pememe:
Hedurummvo ¢yurmmjy f: Nt — N ma crenehn mauwmn:

[0 amo S =z
F@,y1 o yn) = { 1, uHAUe
Mpenurar P(x,y1,...,Y,) depunucan ca:

n
P('r7y17~-~7yn) <~ Zyl =T
i=1
je ooIydYuB, jep je M3padyHJUBA HEroBa KapaKTePUCTUYHA (yHKIWja:

CP(Ivyla s 7yn) = WO Zylfﬂ) € PR,

=1

na je ¢yneuuja f mspauysmusa. Ilakie, nocroju (6ap jeman) WHIEKC e
TakKaB 1a je
f(337y17 e ay’n) =~ (I)én'i‘l)(x, Y1, ,yn)

Purcupajmo jemam TakaB MHIEKC €. Ha OCHOBY $ —m — n Teopeme BayKu
(I)gn+1) (I’, Yty vy yn) = (bi?e,x) (yla s ayn)'
3a ¢urcupany Bpemuoct e je k(x) = s(e,x), na je

flzyr, . yn) = @I(C?i)(yl, ce s Un)-

Kako Basku HU3 exkBUBaJIeHIMjA:

<:>f(x7y1a"'7y7l)‘l'

n
D pi=a
i=1
Ha OCHOBY Ae(UHUNNjE je THAKOCTU CKYIOBa, BayKU:
n
Wi = {(ys-yn) | Dy =}
i=1

mTo je u Tpebasio MoKa3aTH.

3.5 YHuBep3a/He (yHKHOUje

Hedpurunuja 3.23 Hapyujaara gynxyuja g : N*1 — N je yrusepszamna
¢yHEIUjA 30 famuiujy F n-apHUT Napyujeanus gyrKuuie ako u camo aro:
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(1) (VieN)g(i,x1,...,2,) € F
(i) (VfeF)(FieN)(Vay,...,xn € N) f(x1,...,2,) =2 g(i,21,...,T,)

(mj. cee dynryuje us Pamuauje F moey da 6yoy nopehane y nus
90,21, ... xn), g(L, 21, ..., Tn), 9(2,21,...,Tp), ... ).

Hanomewna: ednrunuja yHuBep3asiHe (yHKIUje 3a OaTy (aMUIN]y 3aB-
UCU O HAauWHA HHIEeKcupama (pavmmauje. IIpoMena HauwHa WHIEKCHpAa-
Ba, y ONITEM CJIydYajy, UMIIANUPa IPOMEHY NeGUHUNUje YHUBEP3AJIHE
¢GyHEIH]E.

Axo je i : F — N mera emymepanuja ¢pamunuje F, oHma je GyHKuUIja
g: N""t — N nedunucana ma crenehu nauu:

9(t, 21, xn) = fi(z1, ..., 2p)

yHUBep3aJHa 3a pamuianjy F.

)

Hakne, ¢pyHKEITja \Ilgjn :N"t! 5 N nedunucana ca

\Ijgl)(e7xl7"';zn) >~ (I)((an)(l'l,...,l‘n)

je ynusepsasna PyHKUUIa 30 KAACY N-APHUT USPAMYHHUBUT PYHKYUIG.
Y mecTo \Ilgjl) mucahemo rpahe Wy mumciaehu Ha yHapHe M3PAUYHILUBE
¢yHENU]e, YKOJIMKO He HarJIaCUMO Ipyraduje.

(n) 30
U

Teopema 3.16 3a ceaxu npupodan 6pojn, gynwyuje Vy;’ je uspavynpusa.

YHuBep3anHe QpyHKUMje nMajy cienehe BakHe IpUMEHE:

® KOHCTDPYKIVja HEU3PAUYH/LUBUX (YHKIM]a U HEOIYUNBUX IIPEIUKA-
Ta;

e KOHCTDYKIMja TOTAJHE M3padyHbUBe (YHKONje KOja HUje IPUMU-
TUBHO PEKYP3UBHA;

® ca § —m —n TEOPEMOM y NOKa3uMa na cy oxpebene omepamuje Han
WHIEKCUMAa M3PAYyHBUBUX (YHKIUja U3PadyHJbUBE.

Bamarakx 92 Jlokazamu da ynusepzaana Pywruuje 30 kaacy T momaanuz
YHAPHUT UBPAHYHHUBUT PYHKUUJG HUje MOMAAKA USPAMYH.HUBE PYHKYUIG.

Pememe:
Heka je g : N2 = N yruBep3asina OyHEIMja 3a damuaujy Gpysknuja 7.
IIpernocraBuMo cynmpoTHO — ma (QyHKOMja g jecTe TOTAJIHA U U3PaAUYH-

smuBa. epmaumumo ¢pyurrujy h: N — N Ha cnenehu mauwns:

h(n) = g(n,n) +1

30 Tokas Teopeme ce moxe mahu y [4].
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Kako je ¢ymrumja g toranHa m3pauyH/bUBaA (QYHKIMUja, TO je U YHApHA
¢yurmmja h Toramna u uzpauynmsusa (tj. h € T). Onparne ciaenu ma moc-
TOJU UHIEKC 1M TAKAB N4 BAYKU

(Vn)h(n) = g(m,n).
3a Ty, puUKCUpaHy, BDEAHOCT 1M BAKU:
g(m,m) = h(m),
IMTO IpPOTUBpeuUn AepmHunujn QyHKOUje h, HA OCHOBY KOje je
h(m) = g(m, m) + 1.

Ilakne, ¢pyHKIMja ¢ HUje TOTAJIHA M3PAUYYHIBUBA (YHKIH]A.

Samarak 93 Zoxasamu da yHusep3aana GyrKyuja 36 Kaacy PR HUje npu-
MUMUBHO PERYPIUBHE PYHKYUja.

Samarak 94 Joxasamu da ckyn M = {z | Uy (z,x) = 0} nuje odayuus.

Pememe:
IIpernocraBuMmo cymporno — npa ckyn M jecte ommyumB. Tama je
kapakrepuctuyna ¢yuriumja Cyy ckyna M m3pauyHbUBA:

1 ,ak0oxe M
CM(@_{ 0 ,akox ¢ M

Pyurmuja C)y je m3pauyHBpUBA, IIa MOCTOJU UHIEKC 1M TAKAB Ia je
(Vz € N) Cp(x) = Uy (m, x)
3a Ty, (pUKCUpaHy, BDEIHOCT M BaKU

Uy(m,m)=1< Cpy(m) =1
SmeM
< Uy(m,m)=0

mTo je mporuBpeuno. Ilakne, ckyn M Huje ommydwns.
3anmarak 95 Ilpobaem ,, P, je momanna” wuje 00ayuue.

Pememe:
IIpernocraBumo cynpoTHo — ma npemukar ,, P, je Toramma” jecre om-
ayuuB. Heka je g : N — N rapaxkreprcTuvyHa (QyHKIMja TOT IpeIUKATA:

(@) = { 1 , ako je @, ToraaHa

0 , ako ¥, Huje ToTaTHA
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Kako je mpenukar omnyuuB, pyHKNUja ¢ je M3padyHILUBA.
Hepmuanmumvo ¢yurmnujy f : N — N taro ma ce pasznukyje ox CBUX
TOTAJIHUX U3PAavYyH/LUBUX (yHKIWja:

F@) = O,.(x)+1 , ako je ®, Toramna
10 , ako ®, HMje ToTaIHA

Oyurumja f je ToramHa u pasaukyje ce (Ha Z-TOj MO3UNUJU) OJf CBAKE

TOTAJHE U3PAUyHJ/bUBE QYHKNOUje, Ta CIeIU Ta OHA HUje U3PaUyHJbUBA.
dyuruje f MOke ce, EKBUBAJIEHTHO, Je(UHUCATH U Ha cienehu HauwH:

 Yy(z,x)+1 ,ako g(x)=1
f(x)—{ OU ,aﬁoi(az)zo

Karo cy ¢yurnuje ¥y u g n3padyHsbuBe, CIeIM Na je TakBa 1 (QYHKIT]a

f, mTO mpoTMBpEeUn mpeTXOomHOM 3akmyukry. lakie, mpobaem ,, P, je To-
TaJHa” HUje OIIYUUB.

Banarax 96 Hexa je pamusuja gyrnryuja F) za0ama na caedeliu nawun:

fi(n)(3?1,$2,-~-75€n) =z1+x2+ -+ T + 1.
Haliw y FOHD yrusepsanny Pynryujy sa F),
Pememe:
Pamuauja Fln+D) je 3amara Ha ciaemehu HauwH:

fi(n+1)($17---7$n+1) =z1+ -+ Tpy1 +1

IIpumernmo na 3a GyHKIT]Y

1
T S,
n3 Te paMUInje BaKU:
f(gn+1)(i7x1, e Tp)=i4 T+, = fi(n)(xla Sy )

IIa je yOpaBO OHa TpasKeHA YHUBep3aJHa (QyHKIWja.

3.5.1 Ilpmmene s —m — n Teopeme

Samarak 97 Jokasamu 0a nocmoju momaara uspasynsues Gynkyuja S :
N2 — N maxkea da 3a cee z,y (z,y € N) sancu:

(I)S(fmy) =, - Py
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Pememe:
Hedurnmmvo ¢yurmujy f: N3 — N ma crenehu mauwmm:

Tana Baxu

= ¢U(xa Z) . ¢U(y7 Z)
~ Sub(+; Sub(yur; PP, P, Sub(yu; Py, P3)),
na je ¢yurmuja f uspauyHsmuBa (KAO KOMIO3WNUja M3DAUyHIBUBUX (yH-

knuja). aksme, nocroju Bpennoct e (e € N) TakBa ma 3a CBe NPUPOIHE
OpojeBe x,y, 2 BaKU:

3a Ty, (uUKCHUpaHy, BPEIHOCT €, Ha OCHOBY S — M — N TeopeMe, IOCTOju
ToTadHA M3pauyHmUBa GyEENUja s : N2 — N taxsa ma Bamu D (z,y, 2) ~
Dy, (2) (pymEIMja s 3aBUCH M O BPEOHOCTH €, aju 3a (QUKCUPAHO e,
MOKEMO je cMaTpaTé (YHKIMJOM OJ CaMO ABE NMPOMEHJLUBE — I U Y).
Tana Baku:

f(mvya Z) = (I)s(r,y)(z)
Haxae,

rze je s : N2 — N ToTaqHa U3pauyHBUBA (OYHKIH]A.

3anmarak 98 Jokazamu da nocmoju MOMAANG UPAUYRAHUBA PYHKYUjA g :
N — N maxsa da 3a cee spednocmu x (x € N) saxncu:

(P4) = Dy

Pememe:
Heka je s : N2 — N ¢ymsEnmuja koja 3a cBe IpupomHe Gpojese x,, 2
3a7J0BOJbABA YCJIOB:
Dy(z,y)(2) = Pp(2) - Py(2) (Bmmerw sanarak 97)
Heduanmumo ¢pyHEUUjy ¢ Ha ciaenehn HadYMH:
g(x) = s(z,x)

Tanga Baku:
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Bamarakx 99 /Jlokazamu da nocmoju MOmMaAne uspayHsUB. GYHEYUj S
N2 — N maxea da 3a cee epednocmu =,y (x,y € N) eaxncu:

o Sub(®,; ®,) = B, 0 B,

s(z,y) =

Pememe:
Hedurummumo ¢yurmmjy f : N3 — N ma crenehn mauun:

f(.x,y,Z) =~ (I)z(q)y(z)) A QZJU(%T/JU(%Z)) x>~ SUb(va-PlgaSUb(\I]vagan)))

dyurnmja f je uspauyHmuBa (KAO KOMIIO3UIM]a N3PAYyHLUBUX QYHKIN]A),
IIa Ha OCHOBY § —mM —n TeopeMe, IOCTOjU TOTAJNHA U3PauyHbUBa (PYHKIN]A
s:N? = N TakBa Ja 3a CBe IPUPOTHE OPOjeBe T, Y, 2 BAKIL:

f(waya Z) = (ps(x,y)(z)

Ilakne, Bayku

D ®, 0P,

z,y) =

rae je s(x,y) ToTanHa U3pAdyHBUBA (QYyHKIA]A.

3anarak 100 Joxasamu da nocmoju uspauynwusa $ynrkyuja g : N2 — N
Koja 3adosomasa caedehe ycaose:

(1) Bpednocm g(x,y) je dedunucana axo u camo axo jey € E,.

(i4) Awo eamcuy € Ey, onda je g(x,y) € Wo u ®.(g9(x,y)) =y (mj. g(z,y) €

oL ({y)).

Axo je pynryuja O, unjexmusna, doxazamu 0a NOCMOJU MOMAANA USPALYH-
nuea ynxyuja k : N — N maxea da je P,y = ot Eizy = We.

xr
Teopema 3.17 3a ceaxu npupodan 6pojn, caedehu npeduramu cy 00Ay“uSY:
(1) Sn(e @i, xn,y,t) = ,,Pe(x1,...,2,) Ly 30 <t xopaxa”

(ii) Hu(e,x1,...,2n,t) = ,,Pe(x1,...,7,) | 3a <t xopaxa” 3!

Hanomena: Baxu u jaue tBpheme — ma cy HaBEeIEHU IPEIUKATU NPUMU-

MueHo PEKYP3UBHU.

Hamomennmo na y masmem TekcTy HelieMo mucaTul MHAEKC 1 MPeIuKaTa
S, m H, Kana je oH jacaH M3 KOHTEKCTA.

3amarak 101 /Jloxazamu da nocmoju momasra uspauyr.susa GynKyUuje s
N? — N maxea da 3a cee epednocmu ,y (r,y € N) eaxcu

Ws(z’y) =W,u Wy.

31 lokas Teopeme ce moxe mahu y [4].
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Pememe:
Hedurummuvo ¢yurmmjy f: N3 — N ma crenehu mauwmm:

{1 ,ax0 z € W, mmm z € W,

Flay,2) = 4 e

Tana Baxu:
[y, 2) = s(0(ut[H (z,2,t) V H(y, 2,1)]))

~ 1(ut[H(z, z,t) V H(y, z,1)]).
Mpemurarn H(x,z,t) n H(y,z,t) cy omtyumBn, ma je ¢pyurmmja f mspa-
uyHbUBa. Ha OCHOBY s —m — n TeopeMe, IIOCTOJU TOTAJNHA U3PAadyHJILUBA
dymrmuja s : N2 — N raksa na je

f(xvya Z) A (I)s(w,y)(z)'
Ogatie, HA OCHOBY me¢uHuIje pyuruuje f, cienn

Ws(w)y) =W, UW,.

Wzpauyumusoct ¢pyukuuje f Moxke ma ce moraske u kopumhemem Yep-
yoBe Te3ze. Hawmme, ¢yvrmumja Uy je m3pauyH/puBa, Oa IOCTOjU AJIO-
puTaMm, Tj. URM mporpamM Koju je m3pauyHasBa. Hera ce Ha mBema UR
MalllMHAMa CUMYJITAHO M3BpIIaBa NATU IPOrpaM 3a HU3 YJIa3HUX BPEI-
HOCTU T, 2, OMHOCHO ¥,2. AKO ce Ha HEKOj O OBE NBE MAIIVMHE CTAHE Ca
yU3BpLIaBamEM Iporpama, oHza Heka je f(z,y,z) = 1, a unaue Hera je
f(z,y, z) venepunucano. Ha ocuoBy Uepuose Tesze cienu na je ¢pyHruumja
f m3pauynmuBa.

3amarak 102 /Jlokxazamu da nocmoju Momasra uspauyrousa GyHKUUa S
N2 — N maxea da 3a cee epednocmu ,y (r,y € N) eaxcu

Eyoy) = Bz UE,.

Pememe:
Hedurummvo ¢yurmmjy f: N3 — N ma crenehn mauum:

f(z,y,z) ~ { ? : ziztfzn)(@z(n) =2V d,(n) = 2)

Baxn

(Fn)(D2(n) = 2V &y(n) = 2)

(3, t)(Py(n) | z3a <t xopara V ®,(n) | z 3a < ¢ ropaxra

<(In, t)(S(z,n, 2, t) V S(y,n, z,1))

<(In, t) Q(x,y, z,n,t)
(oBakro yBOmmMMO mpemmkaT @, KOJU je OIIyUnB Kao
JIUCjYHKIMja OMJIYYNUBUAX IPEIUKATA)

<(Im) Qz,y, 2, (m)1, (m)2)
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3a ¢yuruujy f Bakwm
f($7y’z) =z l(um[Q(x7y7'z7 (m)1, (m)2) = 1])a

na je ona m3apauynsusa. Oparie, Ha OCHOBY S — M — N TeOpeMe, MOCTOjU
TOoTaJHa M3padyHBUBa GyHEIMja s : N2 — N TakBa ma BaKu:

f(xvya Z) = (I)s(:c,y)(z)v

oJaKJIe CJenun

By = {f(2,9,2)(z,y,2) € Dom(f)}
= {21(3n)(z = @x(n) vV z = @y (n))}
={zlz € E;Vz € E,}
~ E,UE,

3amarak 103 /Joxazamu da nocmoje momasare uspavynwuee gynryuje f, g :
N — N maxee da saxncu:

((l) Ef(z) = Ww
(6) Woa) = Bz
Pememe:

(a) Hedummmmvo ¢yrsnujy ¢ : N2 — N ma caemehn mauun:

, ako y € W,
o(z,y) ':{ Y Y

1T, uHaue
3a ¢yHKIUjy ¢ BaKuU
¢(xa y) =y 1(‘1’(](.’177:[/)),

ma je OHA M3pauvyHSuBa. Ha OCHOBY S — m — m Teopeme, IMOCTOju
toranHa m3pauyusuBa Gpyarmuja f: N — N rakBa na Basku:

Az, y) = Ppa)(y)-

Tana je

Bty ={®sw)(y) |y € Wry}
={¢(z,y) | (z,y) € Dom(¢)}
={ylyeW,}

— W,
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(6) Iepunumuno dyurmjy ¢ : N2 — N ma crenehu mauu:

1 ,arkoye E,
¢,y) = { 1, uHaue

Baxnu

y € E, &(3n,t)(P.(n) | y 3a <t kopaxra)
<(In, t)S(z,n,y,t)
<(Fm)S(x, (m)1,y, (m)2)
(Fm)Q(z,y,m)
(

OBAKO yBOIUMO IpeIUKaT (), KOjU je OIJIyduB)

¥

3a ¢yHKIUjy ¢ BaKu

Pz, y) =~ 1(pz[Q(=,y, 2)]),

ma je OoHA M3pauvyHSuBa. Ha OCHOBY s — m — m Teopeme, IMOCTOju
ToTaJIHA M3pauyHmpbuBa QyHknuja g : N — N TaxBa na Basu:

Tana je
Wy ={y | ox,y) I} ={y |y € E.} = E,

3anmarak 104 Hexa je f : N — N uspauynwuea dynryuja. oxasamu da
nocmoju uspavynsuea pynkyuja k : N — N maxsa da eancu

Wk(a:) = fﬁl(WL)

Bamarakx 105 /Jloxazamu da nocmoje momanre uspavynsuse gynryuje f, g :
N — N maxkee da saxncu:

(a) ®i(W;) = Wi g
(6) ®;71(W;) = Wy

3.6 OmyyuymBOCT, HEOOJIy UNBOCT, MaPIXjaJTHA
O IJTY YNBOCT

3.6.1 OmIyuyMBOCT U HEOIJIy YNBOCT

Ilojam omyunBOCTH 32 CKYyIOBE M TE€OPHje 3aCHUBA CE€ HA IOjMY OIJIYYU-
BUX IpPEIVKaATa (npo6neMa). Crora, moHOBO HaBomUMO ciemehy ,He(?bI/IHI/I—
nujy:
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Ne¢pununmja 3.24 IIpeduxam P(x1,...,%,) je ONIyUnB (PEKyp3UBAH, W3-
PAUYHIBUB) QKO U CAMO GKO je USPAUYHAHUBA HEL0BA KAPAKMEPUCTRUYHA PyH-
rxyuja Cp dama ca:

{ 1 , axo P(x1,...,%,)

Cp(@1,...,an) = 0 , axo —P(x1,...,2y)

Hedpunannuja 3.25 IIpeduxam P je HEOmIyduB ako u camo axo Huje 00-
AYHUE.

Teopema 3.18 IIpobaem ,,x € Wi” (mj. ,,®5(x) je degunucano”, ,, ¥y (z, )
je degunucano”, ,,Py(x) 1”) je neodayuus.

Jloxa3:
Hexka je f: N — N raparrepuctuysa ¢yHKIHja OBOr pobiemMa, Tj. He-
Ka je
1 ,arkox e W,
f(x)—{ 0 ,axox¢W,

IIpernocrasumo cynporao — na npobiaem ,,x € W,” jecte omnyuus. Ona-
Tae cuemu na je pyuknuja f m3pauyumuBa. ledumHmmmMmo QyHEROUjY ¢ :
N — N ma cnepnehu vauus:

0 ,aroxz¢ W, (1j. f(x)=0)

g(m)z{ T, aro x € Wy (1j. f(z)=1)
k) x .

Baxn g(x) = O(uy[f(x) = 0]), ma rako je ¢yHrumja f wm3padyHbUBA,
u3pauyHmuBa je u Gymrmuja g. Jawme, mocroju Bpemuoct m (m € N)
rakBa na je g = ®,,, na, upema tome, u Dom(g) = W,,. Oryma, m €
W, < m € Dom(g). C npyre crpane, Ha OCHOBY meduHunuje GpyHKOUAjE g,
ciemn m € Dom(g) < m ¢ W,,, mTO IpOTUBpEUN NPETXOTHOM 3aKbYUKY.
IHaxkne, npobaem ,,x € W,” je Heomnryuus. O

Hanomena: HaBenena teopema He TBpAM Ja HU 3a KOjy KOHKPETHY BpE-
HOCT @ HE MO:KEMO na yTBPIAUMO [a JU jeCTe WU HUje AepuHUCaHA BPEI-
Hoct P, (a). 3a HEKe BpeoHOCTHU TO je BeoMa jemHOCTaBHO (HIp. ako je P,
Heka ToTadHa QyHKIUja, onna e € W, cBakako Basxku). HaBenena Teopema
TBPAV [Oa He IOCTOjU 0nwmu Mmemod 3a yTBphuBame ma Ju je BPEIHOCT
., (x) mepuHUCAHA U KOjU Ce MOKe IPUMEHUTH 3a cee Bpeanoctu & (x € N).

HaBenena Teopema BaskHa je 3600 Tora MmTO Ce HEOLIYUNBOCT 38 MHOT'€
npobJsieMe MOKE NOKA3aTU BUXOBUM CcBODemeMm Ha mpobuaem ,,x € W,”.
Tenepanmo, HEOIYyUMBOCT mpobieMa Hajuemrhe ce moka3yje miaum CBODhe-
wmeM Ha npobiem ,,x € W,” unu qupeKTHOM AujaroHAJIHOM KOHCTPYKIIjOM.

3amarak 106 Joxazamu da nocmoju uspauynsuea gywxyuja h : N — N
maxea da cy npobaemu ,,x € Dom(h)” u ,,x € Range(h)” neodayuusu.
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Pememe:
Heduanmumo ¢pysrnujy h #Ha ciemehm Haywms:

h(z) ~ x ,akox €W,
11t ,akox ¢ W,

3a ¢yuruujy h Baxm
h(z) ~ x4+ 0(Ty(x,x)),

na je OHAa M3pavYyHBUBA (KAO0 KOMIO3WIMja M3PAUyHLUBUAX (yHKIHA)A).
Taxobe Basxku cnenehn HU3 ekBUBaJIEHITjaA:

x € Dom(h) ©x € W,
< € Range(h)

ma Kako mpemukar ,,x € W,” Huje omiyuuB, ciend na HUA EeMy €KBU-
BaJsienTHU npenukaru ,,x € Dom(h)” u ,,x € Range(h)” mucy ommyuusu.
3uauu, ¢pyHKUIUja h 3a10BO/BABA yCIOBE 330ATKA.

Bamarak 107 Joxazamu da je neodayuus npobaem ,,y € W, .32

Pememe:
Heka je g : N2 — N kapakrepucTudHa ¢(yHENMja ITaTOT Tpobiema,
Tj. HEKa je:
|1 ,akoyeW,
g(x,y){ 0 ,ak0y ¢ W,

IIpernocraBumo cynporao — na npobaem ,,y € W,” jecre omnyuus. To
3Ha4M na je QyHKIMja g n3pauyynimpusa. Jlepnanmumo ¢pyurnujy f: N — N
Ha ciaenchm HAYUMH:

f(@) = g(z,x)

Kako je ¢ymrmmja g nspauynmuBa, ciequ na je m QyHKIumja f m3padyH-
juBa. 3a GpyHERIU]Y f Baku:

[ 1 ,awo g(x,z) =1 (1j. x € Wy)
f(@) { 0 ,ako g(z,z) =0 (1j. © ¢ Wy)

omakJie ciaenu na je npenurar ,,x € W,” ommyuus, mro je Herauno. lakie,
upobuem ,,y € W,”7 je Heommayuus.

3anmarak 108 Jloxazamu da cy caedehu npobaemu HeoOAYwu8Y:
(a) ,,®, =07
(6) ;7q>w - (I)y 7

320Baj mpobaeMm HazuBaMO npobaemom zaycmasmana (erra. halting problem).
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Pememe:

(a) Hedunmmumvo ysrnujy f: N2 — N ma caemnehn mauwn:

0 ,akoxzeW,

f(w,y)z{ T ,akoxz ¢ W,

3a ¢yuruujy f Baskum

f(x,y) = 0(Vy (z,z))

na je oHa U3pavyHbUBa (KAO KOMIIO3UIUja M3PAUYYHILUBUX (yHKIU-
ja). Ha ocuoBy s —m — n Teopeme, HOCTOjU TOTAJIHA U3PAUYHIHUBA
¢yurmuja k : N — N Takpa na Baxu:

f(@,y) = P (v)

[Tpumerumo na Basku Pp,) = 0 ako u camo ako je x € W,. Ilame,

Heka je g : N — N rapakrepuctuuna ¢yuknuja npobiaema ,,®, =07,
Tj. HEKa je:

g(x):{ 1 ,ako0 &, =0

0 ,aro ®, #0

IIpeTnocTaBUMO CyIPOTHO — MPETIOCTABUMO Ha mpeaukat ,,®, = 07
jecre omryunB. Owmgna je pyHrmuja ¢ uspauynmusa. ledhuHummmMo
¢yurmnujy h: N — N ma cirenehu mauws:

hx) = g(k(x)) = Sub(g; k)

Oyuriuja h je uzpauynmusa (Ka0 KOMIO3UNUja U3PAYYHILUBUAX (yH-
KIYja) U OIPUTOM BAKU:

h(z) = 1, axo g(k(x)) =1 (1j. Py =0, ommocuo x € W)
=10 , axo g(k(z)) =0 (1j. Py, # 0, ommocHO = ¢ W)

Iakne, m3pauyHmuBa (yHEIUja h je KapakTepucTUYHA (GYHKINI)a
npenukara ,,x € W,” | mro npoTuBpevYn YumeHnu 1a IpobieM ,,x €
W,” mmje omnyuus. laxue, npobuem ,,®, = 0" je Heonmyuus.

Heka je f: N2 — N kapakTepucTuuna (yHKIMja AaTOT mpobiema:

_J 1 ,ako @, =,
f($>y)_{ 0 ,axo &, # ®,

ITpernocraBumo cympoTrHO — mpeaukar ,,®, = ®,”7 jecre ommyuus.
Ogatie cnenu na je ¢pyHKImMja [ M3paAUyHIHUBA.

Hexa je Bpemuoct e taxBa nma je &, = 0. epunumwmmo ¢(yHKIUjY
g : N — N na cienehn mauumn:

g9(x) = f(z,¢)
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dyuruuja f je m3paudyHmpuUBa, Ha je u3pavyHisusa u Gyermumja g. C
Opyre cTpaHe, 3a (YHKIU]Y ¢ BaxKU:

[ 1 ,ako f(z,e) =1 (1j. P, = P, =0)
g(x)_{ 0 ,ako f(z,e)=0 (1j. ¢, # P. =0)

Kako je ¢pyurmuja g nspauynmpusa, cienu na je npenukar ,,$, =07
OUIYyYUB, IMITO IPOTUBPEYN TBPDEHmY JOKA3aHOM Y HEIIY 3aJaTKa IO
(a). Harme, npobaem ,, &, = ®,” je HeomIyUus.

Sanmarak 109 Hexa je a dam npupodawn 6poj. loxazamu da cy caedehu npobd-
AEMU HEOODAYUUBU:

(a) ,,a € W, "33
(6) ;a€e E, 734
Pememe:

Hedurnmuvo ¢yurmmjy f : N2 — N ma caenehu mauwmm:

)y ;akozeW,
f(937y)—{ 1t ,ako z ¢ W,

3a ¢pyurmujy f Basku f(x,y) ~y-1(¥y(z,x)), na je ona uzpavynmsusa (Kao
KOMIIO3UIKja U3pauyHbuBux QyHkmuja). Ha ocHOBY s — m — n teopeme,
mocToju ToTasHa m3pavyHpuBa ¢yskmuja k: N — N takBa na Bawun:

f(@,y) = Py ().
Ha ocuoBy medunuiuje ¢pyurnuje f ciaenu:
r €Wy = Wyp) = N(= Eye)) = a€ Wy (1 ac Eyyy)
z ¢ Wy = W) =0(= Eyz)) = a¢ Wi (1 ad Eyw))
Haxrise, 3a ¢oyHKIU]y k Basku:
reW, e a€ Wiy (mac Eyy)

(a) Hexka je g : N — N rapakrepuctruta ¢gysrnuja npobiaema ,,a € W,”,
Tj. HEKA je
1 ,ak0aeW,
g(x){ 0 ,ak0a ¢ W,

IIpetnocraBuMo cympoTHo — ma mpobiem ,,a € W,”7 jecre omrydus.
Oparie caemu na je GpyHrRuMja g n3pauyumpusa. leduaummumo $yH-
kjy h: N — N ma cienehu nauwmn:

h(z) = g(k(z)) = Sub(g; k)

330Baj mpobiem mazwBamo npobaesmom yaaza (eura. input problem).
340Baj mpobaeMm HazUBaMO npobaemom ussaza (eHra. output problem).
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Kako cy ¢ysruumje g u k u3pauynmuse, cienn na je u GpyHKIuja h
uspauyamua. C apyre crpane, 3a GyHKRUUjy h BasKu

h(z) = 1, axo g(k(x)) =1 (1j. a € Wy, ommocuo x € Wy)
1 0, aro g(k(x)) =0 (1. a ¢ Wi(y), omsocHO = & W)

Iakne, ¢pyarumja h je rkapakrepucTuvHa (QyHEIUja mpobiema ,,r €
W,” woju je HeomnyuwB, ma (yHKIUja h HUje M3pAUyHBUBA, IITO
IPOTUBPEYN NPETXOMHOM 3akibyury. [lakme, mpobaem ,,a € W,”
HUje OJIYYUB, IMITO je U Tpebasio JOKa3aTu.

Samarak 110 Jlokasamu da cy caedehu npedukamu Heo0iyus:

(a) 7)1' 6 E(L’ 7
(6) ,,x € E,”
Pememe:

(a) Heka je f: N — N rapakrepuctuuna ¢pyHkiuja npobiema ,,x € E,”:

1 ,akox ek,

f(x):{ 0 ,akoz¢ B,

[IpernocraBumo cymporao — ga mpobaem ,,x € E,” jecre omiyuus.
Ognarie cnenu na je ¢yurnuja f mspauynmsusa. lepmaumumo dyH-
kmjy g : N — N wa cnenehwm nauws:

) v ,akox ¢ E, (1j. f(x)=0)
g(x)_{ T ,arkoz € E,; (1]. f(z)=1)

dyuruuja f je mzpauyHmuBa, ma je M QYHKOMUja ¢ U3pAdyHILUBA.
Opnarne crnemnm ma mocrtoju Bpemuoct m (m € N) Taxksa ma Baku
g = ®,,, ma, npema Tome, u Range(g) = E,,. 3a Ty, Purcupany
BPEIHOCT M BayKU:

m € E,, &m € Range(g)
(jep je Range(g) = Ey,)
em ¢ B,
(na ocHOBY nedununuje pyHKIUjE g)

mTo je Hemoryhe. lakie, npobaem ,,x € E,” je Heomny4us.

(6) Hera je pymsnuja g : N? — N kapakTepucTUuHa GyHKIUja TpoGIeMa
T € By

(.y) = 1 ,akox € Ly
IEY = 0 , ako x ¢ B,
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IIpernocraBumo cynpoTHO — zxa mpobuem ,,x € F,” jecTe omIydus.
Ogatie caemu na je GpyHERuMja g n3pauyHmpusa. lepuHummumo ¢yH-
kmujy f: N — N ma cnenehu mavuwsn:

f(z) = g(x,z) = Sub(g; P!, P)

Oyuruuja [ je uspauynmusa (Kao KOMIO3UIUja U3PAYYHILUBUX (yH-
kuuja). C apyre crpane, 3a QyHKIUjy f Basku:

[ 1 ,ako g(z,z) =1 (1j. v € Ey)
fla) = { 0 ,aro g(z,z) =0 (1j. ¢ Ey)

Ilarine, ¢pyuruuja [ je kapakrepucTudHa (QyHKNMja Opodiema ,,x €
E.”, xoju je, HA OCHOBY [Heja 3aJaTKa HoJ (a), HEOMIyYuB, I1a OHA
HUje M3PadYyHJ/LUBA, MTO IPOTUBPEUN IMPETXOTHOM 3aKbyuky. Jlak-
ne, npobneM ,,x € E,” je HeomIyuus, mMTO je 1 Tpebayo JOKa3aTH.

Bamarak 111 Jlokxazamu da cy caedehu npobaemu Heodaywueu:

(a) ,,®u(x) =07
(6) ,,®2(y) =07
Pememe:

(a) Heka je f: N — N raparkrepuctuyna ¢yurnuja npobdaema ,,@,(x) =
0”, Tj. Heka je:

1 ,aro ®y(z)=0
f(x)—{ 0 , aro Py(z) #0
IIpernocrasumo cynporao — ma upobaem ,,®,(z) = 07 jecre on-

ayunB. Oparie cnenu na je ¢dyHrmuja f m3padyH/pUBa, Oa MOCTOjU
Bpenaoct m (m € N) rakBa ma Basxku f = &,,. 3a Ty, puxcupany
BPEIHOCT M BaKMU:

f(m)=1®,,(m)=0
(za ocHoBy medununuje ¢pyuxuuje f)
<f(im)=0
(jep je f = ®m)

mro je Hemoryhe. Ilakne, npoGaem ,,®,(z) =07 je HeomIyUUB, MWTO
je n Tpebasio mOKa3aTu.

(6) Hexa je g : N2 — N rapakTepuctuuna pyHEnuja npodiema ,,d,(y) =

0”:
1 , ako P,
g(z,y) = { (v)

=0
0 ,aro ®,(y)#0
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IIpernocraBumo cympotHo — ga upobaem ,,P,(y) = 07 jecre on-
ayuauB. Opatne ciaenn na je pyHRmuja ¢ m3paudyumpusa. Iledun-
nmumo ¢ysrmujy f: N — N ma cremehu mavwmn:

f(@) = g(z,2) = Sub(g; P!, P{)

dyurMja ¢ je U3pavyHbUBA, A je u3pavyHisuBa u pyaknuja f (kao
KOMIIO3UIMja U3paYyHBUBUX YHKIUjA). 3a GyHKUU]y [ Bakwm

o) = 1 ,axo g(z,z) =1 (1j. ®5(x) =0)

0 ,ako g(z,z) =0 (1j. Py(x) =1)

Haxme HEIUja [ je kapakTepucTudHa GyHKIU]a mpobaema ,, P, (x
y Py y J p p y ja Ip ”

= 0", koju je, HA OCHOBY [Heia 3anarTka Hox (a), Heomayuus. Omnarie,
¢yuruuja f HUje M3pAUYHJBUBA, IMITO IPOTUBPEYN HPETXOTHOM 3aK-
myury. Iakme, npemukat ,,P,(y) = 0” Heommyums, mTo je u TpeGaio
JOKA3aTHU.

Sanarak 112 Joxaszamu da je npobaem ,, Wy = Wy " neodaywus.

Pememe:
IIpernocraBuMo cynpoTHO — ma mpobaem ,, W, = W,” jecte ommryuns.
Ogatiie ciaenu na je mHEroBa KapakKTepPUCTUYHA (YHKIU]a U3PAUYHILUBA!

|1 ,ako W, =W,
f(:c,y){ 0 , ako W, # W,

Hexa je &, nponsBoJssHa TOTaNHA M3padyHLUBA (yHKIUja. Kako je ¢yH-
knuja . Torasna, TO 3a WmeH moMeH Baxku W, = N. epurmmumo ¢yH-
kmujy ¢ : N — N wa caenehu mavwmn:

g(x) = f(ze)

dyurnuja [ je mspauyHsuBa, ma je m3padyHmBUBA W QYHKOLjA ¢. 3a
OYHKIN]Y ¢ BaxKW:

(@) = { 1 , ako je @, Toraana
0 , ako ¥, Huje ToTaTHA
Iaxne, n3pauyyHpmuBa (QYHKIZjA ¢ je KAPDAKTEPUCTUYHA (YHKIUja IpEnn-
kara ,, 9, je ToramHa”, MTO NPOTUBPEYN UUHEHUIM I3 j€ OBa] NpeauKaT
Heomuyuus (Bumetu 3amarak 95). Haxme, npemuxar ,,W, = W,” je meon-
JIy4uB, MTO je u Tpebajo KOKa3aTHu.

Teopema 3.19 (Pajc) Axo je A nenpasan npasu nodckyn ckyna CV, onda
npooaem ,, P, € A7 nuje odayuue.
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Iloxkas:

IIpemurar ,,®, € A” je 0mMIyuuB aKO U CAMO aKO je OJIYyUUB MPEIUKAT
,,®, € CD\ A" (jep Basku &, € A & —(®, € CV\ A)), na, 6es mapymana-
Ba ONIITOCTH, MOKEMO IPETHOCTABUTHU Aa ¢yHKIUja f) kKoja Huje medun-
vcaHa HU 3a jeJHy BpemHOCT He mpunana ckyny A (y CympoTHOM, MOKEMO
na mokamemo tepheme 3a cxym CD\ A).

Hekra je g ¢ymrmmja koja npunana ckymy A u Heka je ¢pyHrmmja f :
N2 5 N nepuHMCcaHA Ha ciaenehy HaYMH:

) 9ly) ,akoxeW,
f(xay)—{/r ,aHoxgéWz

Baxn f(z,y) ~ g(y) + 0(¥y(x,2)), na je pynrnmja f mspauyHmusa (Kao
KOMIIO3UINja M3PauYyHLUBUX (GyHEKIUja). Ha OCHOBY s — m — n Teopeme
noCTOju ToTanHa udpauyHmusa Gpyukmuja k: N — N raxsa na je f(x,y) ~
@2y (y). Tama Baswm:

e W, :>(I)k(a:):9 = (I)k(z)E.A

Naxmne, asku v € W, & P,y € A
Hera je ¢ rapakrepuctuyna ¢ysrnmja npobiaema ,,®, € A7, 1j. Hera
je
1 ,ak0 ®,cA
¢(m)_{ 0 ,ak0 9, ¢ A

IIpernocraBumo cymporuo — mpa mpobaem ,,®, € A’ jecre omirydus.
Ogarie cremu na je GpyHERUMja ¢ udpavyHmusa. JledpuHUmuMO ¢yHRIA]Y
h: N — N na crenehwn maywms:

h(z) = ¢p(k(x)) = Sub(¢; k).

Oyurumja h je u3pauyHmbusa (KAO KOMIO3UIM]ja U3PAYYHILUBUX (PYHKIM]A)
U 3a By BaKU:

W) = 1, axo ¢(k(z)) =1 (1j. Py € A, omroCHO = € W)
71 0, ako ¢(k(x)) =0 (1j. Pra) ¢ A, onmocro x ¢ W)

Haxrne, ¢pynrmmja h je kapakrepuctuyHa (QyHKUMja npobiema ,,.x € W,”,
kKoju je Heomnyuwms (Bumetu teopemy 3.18). Oryna, ¢ymrumja h Huje
M3PAUyHIbUBA, [MITO MPOTUBPEYN IPETXOAHOM 3aKbYyUKy. [lakie, npeaukat
,, @, € A7 je HeommyuuB, mWTO je m Tpebaso MOKA3ATH. O

3amarak 113 Jlokxazamu da cy caedehu npobaemu neodaywueu:
(a) ,, @, je momanana u Kowcmarwmma”
(6) ,,W,=0"
(8) ,,E. je beckonauan”
(2) ,, ., = g” (ede je g dama uspauynwpusa Pyrrkyuja)
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Pememe:

(a) Hera je A = {®, | ¢, je ToranHa u rkoncranra}. Kako 0 € A n
s¢ A, cnemn nma je A menpasan mpasu moxackyn ckyma CY () # A C
CM, A#CWM), na je, ma ocroy Pajcose Teopeme (Teopema 3.19),
npemukat ¢, € A, tj. npeaukar ,,P, je TorasHa 1 KOHCTAHTHA” HEOI-
Ty9uB.

(6) Hera je A = {®, | W, = 0}. Karo fy € Au0 ¢ A, crenu na je
A menpasan npasu noxckyn ckyma C()| ma je, ma ocmoBy Pajcose
teopeme (Teopema 3.19), npemurat @, € A, Tj. npemurat ,,W, = ("
HEO Ty YB.

() Hera je A={®, | E, je 6ecronauan}. Kakos € Au0 ¢ A, cnemm na
je A mempaszan npasu moackyn ckyma C1)| ma je, ma ocnoBy Pajcose
teopeme (Teopema 3.19), mpemurar @, € A, 1j. npemurar ,,E, je
GeckoHAYAH” HEOMJIYYUB.

(r) Hera je A= {g}. Bau g€ Au A CY. Tlopexn Tora, Bamu s # g
wm 0 # g, na je s ¢ Awm 0 ¢ A, omarne ciemu A # CV. Iakie,
A je menpasan npasu noxckyn ckyna C(Y| ma je, ma ocmoBy Pajcose
teopeme (Teopema 3.19), npenurar ¢, € A, tj. npemurar ,,P, = g”
HEO Iy YUB.

3anmarak 114 /Jloxasamu da He Nocmoju MomasHa uspauyrsu8a PynKyUja
f N — N maxea da saxncu:

P.(y) L & Pu(y) | sa < f(z,y) xopaxa.

Pememe:

IIpernocraBuMo cympoTHO — ma mocToju TakBa ¢yHkiuja f. Baskwn
H(z,y, f(z,y)) &y € W,, na kako je npenuxar H(z,y, f(x,y)) ommyuus,
ciaemm ma je m upobuem ,,y € W,” (upobaem 3aycraBibama) OIIYUIUB, IITO
OPOTUBPEUM YUH-CHUIM [& j€ OBaj MpOGJIeM HeOMIyuuB (BUAETU 3a0aTaK
107). Hakue, e mocroju ¢GyHKIUja f ca 3a0aTUM CBOjJCTBAMA, MITO j€ U
Tpebayio moKa3aTu.

3.6.2 IlapmujasiHa omOyiy4YmBOCT

Hepununumja 3.26 [Ipeduxam P C N je napuujasso omaydus (mj. map-
[UjAJHO PEeuB, NONyU3PAYyHILUB, PEKYP3UBHO HAOPOJUB, HOJYOIIYYUNB)
a%K0 U CaMO aKO je U3PAHYHHUBA 1He208G TAPULjaJIHA, KAPAKTEPUCTUYHA (DYH-
KIAja:
1 , axo P(x1,29,...,2,)
L1, L2y, Xp) 2
F(a1, w2 n) { T, axo ~P(x1,29,...,%y)

Axo je npeduxam P napyujaano 00ayuus, asz0pumam Koju U3PaAyHaEa me-
208Y NAPYUJAARY KAPAKMEPUCTIUNRY PYHKYUTY 308€M0 NAPYUJAAHA NP OUEIYDA
004y UBAKA.
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Teopema 3.20 Ilpeduxam P C N" je napuujaino 00AyuuUE aKo u camo axo
nocmoju uspauynsuea Pynryuja g(x1, e, ..., Ty) MaKea 06 8aNCU:

P(x1,x2,...,2,) < (21,22,...,2,) € Dom(g).

Jloka3s:

(=:) Ipernocrasumo na je npemukat P maprujanuo ommyuus. Tanma je
M3PaUyH/BUBA BHErOBa IapIUjaIHA KapaKTepUCTUYHA (PyHKIUja f:

{ 1 , aro P(z1,22,...,Zp)

f(xl,ny...71'77,)2 T , aKO —|P(J)17$2’...,$n)

3a ¢yuruujy f Baskum:
P(xy,x9,...,2,) < (21,22, ...,2,) € Dom(f),

IIa OHa 3a10BOJbaBA yCJIOBe TBpDhema.

(«:) IIpernocraBuMo ma mOCTOjU (GyHKIMja ¢ KOja 3a00BOJbABA yCIOBE
tBpbema. Hera je f maprumjanHa xkapakrepucTuvHa (QyHKIUja HIpe-
nmkaTta P:

1, aro P(z1,22,...,2n)

(tj. (1, 22,...,2,) € Dom(g))

ako ~P(xq1,zo,...,2y)

(tj. (z1,22,...,2,) ¢ Dom(g))

f(x17m27~~~7xn): T

Baxn

flar, @, ... xy) ~ L(g(z1, 22, ..., Zp)),
na je ¢pyskuuja f wm3padyyHmuBa (KAO KOMIO3ULU]a M3PAUYHILUBUX
PyHEIMja), ONAKIE CIean Na je IpeankaT P mapiujaiHo O1Iydus.0]

Teopema 3.21 IIpeduxam P C N™ je napuujasno 00ayvue axo u camo Ko
nocmoju odayuue npeduxam Q@ C Nt maxae da je

P(zy,xa,...,2,) < (Fy)Q(z1, 22, ..., T, Y)-

Jloka3s:

(=:) Ipernocrasumo ma je npemukat P maprmjanuo omnyums. Owmga je
HeroBa MaplUjajHa KapaKTepucTuyHa (yHKIUja f U3padyHILUBA,
1j. moctoju Bpenuoct e (e € N) taksa na je f = ®.. Heka je 3a Ty,
¢urcupany spemsoct e npemukat @ C N nepumucan wa cremehn
HAUMH:

Q(z1,22,...,xn,y) = H(e,x1,22,...,Tn,Y).

[Ipemukar H je omiyuuB, ma je OMIyYUB U IPequKkaT () U BasKu

P(zy,xo,...,2,) < (Fy)Q(z1,22,. .., Tn, Y)-
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(«:) Tlpernocrasumo na 3a Heku mpemukat Q@ C N pamn
P(zy,xa,...,2,) < (Fy)Q(z1,22,. .., Tn, Y)-
Hedurnmunmo pyarmujy g : N® — N na caenehu mauwmn:
g(z1,22,. .., 2n) = py[Q(z1, T2, . . ., Tn, y)l.
[Ipemurar @ je onnyums, na je QPyHKOMja ¢ U3PAUYHLUBA U BAKU:
P(z1,29,...,2n) & (21, 22,...,2,) € Dom(g).

Ha ocuoBy teopeme 3.20 ciremu ma je mpenukaTt P mapuumjaHo on-

JIyYInB. 0
Teopema 3.22 Axo je npeduxam P(x1,xa,...,T,,Y) napuujairo o0sywus,
onoa je u npeduxam (Jy)P(z1,2a,...,Tn,Y) NAPUUIAAHO 00AYHUS.

Ilokas:

Axo je mpemukar P mapuujajHO OIUIYYUB, OHIA, HA OCHOBY TEOpEME
3.21, mocToju omIyunB mpeaukaT () TAKAB A BAKU:

P($1,£L’2, s 7xnay) < (32)@(:&1,:@7 sy Tny Y, Z)a
ma je
(Ely)P(xthy sy Ty y) < (Ely)(le)Q($1,I2, e Iny Y, Z))
Tj.
(Ey)P(xlax27 <o Ty, y) g (HU)Q(‘rth? <o Ty (u)h (U)Z)-

Mpemnurar R(x1,x2,...,Tn,u) = Q(x1,22,..., Ty, (u)1,(u)2) je omnyuus, na
je, Ha ocuoBy Teopeme 3.21, nupemurar (Jy)P(z1,xa, ..., Ty, y) IAPUIAJATHO
OUIyUMB, ITO je U Tpebaso MOKA3aTH. O

Henocpenuy mocnemuny oe teopeme npencrasiba ciaeneha teopema.

Teopema 3.23 Axo je npeduxam P(x1,Za, ..., TnyY1,Y2, - - - Ym) NAPUUJAANO
00ayHue, 0HOG je U nPeouKam

By1)By2) - .- Fym) P(z1, 2, ..., Tn, Y1, Y2, -« -y Ym)

NAPUYUIAAHO 00AYHUE.

Teopema 3.24 Iapyujasna gyrwkyuja f : N* — N je uspauynousa axo u
camo axo je npeduxam ,,f(x1,Ta, ..., Tyn) ~y” napuujasrno odayuue.>

35 Tokas Teopeme ce moxe mahu y [4].



3.6. Odayvusocm, HeOOAYHUBOCTN, NAPUUJAAHG 00AYHUEOCTN, 117

Bamarak 115 ZJlokxazamu da cy caedehu npeduramu napuujaatho 00AYHUSY:

(a) ,,x € EZ(,") ”
(6) ,,Wo #0”
(e) ,ES # 0

(2) ,,®.(y) je nomnyn xeadpam”

(0) ,,n je Pepmaoe 6poj>”

Pememe:

(a)
T C EZ(/")
&(321)(Fz2) ... (F2n) () (Py(21,22,...,2n) L ¢ 3a <t KOpaka)

& (Fu)(Py((w)1, (w)2, ..., (u)n) L = 32 < (u)ny1 KOpaka)
<:>(E|u) S(y7 (u)h (u)27 ) (U)n, T, (u)n-i-l)

=P(z,y,u) — OAJIYYUB IIPEAUKAT

Hakne, u3
S El(/") & (Fu)P(z,y,u),

Ha OCHOBY TeopeMme 3.21, ciaenu ma je mpeauwkart ,,r € E;")” mapiu-
JAJIHO ONTyYUB.

Tepbhemwe Moke OuTu nmorazano m Ha ciaenehw mauwn. Basku

z € B & (321)(F) ... (320) (3)S(y, 21, 22, - -, 20, T, E),
ma, Kako je mpeaukat S (Dapiujanno) ONIydnB, HA OCHOBY TeOpEMe
3.23, cnenu ma je mpemuKaT ,,r € E?Sn)” MapUUjaTHO Oy YUB.

(6) Nz W, # 0 < (Fy)(3t)H(z,y,t), raro je mpemurar H (mapuumjasso)
OIJIy4MB, Ha OCHOBY TeopeMme 3.23, caemu ma je mpemukat ,,W, # (7
aPIMjaJTHO OJJTYyYnB.

Samarak 116 Hexa cy P,Q C N™ napyujaaro odayuueu npeduxamu. oxa-
samu da cy napyujaano 00aywusu u npedukamu P A Q uw PV Q.

Pememe:
Kako cy mpemukatu P u () mapiujasHO OAJIy4duBU, HA OCHOBY TE€OpEMe
3.21 moctoje omryunsu npexukatu M, N C N™t! taksu na Basm:

P(x1;x27 s 7xn) g (Ely)M(xlvx27' <. 7xnay)
Q(IlazQa s 7:Cn) e (Ely)N(xlvx27 cee ,In,y)

36Bpoj n je Pepmaor ako u camo ako (Iz,y,z > 0) 2" +y* = 2".
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Tanga Baku:

Pz, ..., z0) ANQ(1, ..., 20)
Fy)M (1,22, .., Zn,y) A (F2)N(z1,22,...,2Tn, 2)
(E'y)(E'Z)(M(Il,;L‘Q, s 7xnay) A N(xhx% c. .,(Z?n,Z))

=
54

Mpemnurkar M(x1,29,...,%n,y) A N(2x1,22,...,2n,2) je (mapuujanso) ox-
Jy4uB, Ta je, HA OCHOBY Teopeme 3.23, mpemmkar P A () mapuujaaso on-
JIYYUB.

3anmarak 117 Joxasamu da npobaem ,,x € W, 7 jecme, a npobaem ,,x ¢ W,”
HUJe NAPYUJAAHO 00AYUUB.

Pememe:

Hexka je f: N — N napumjasna kapakrepucThuHa QYHKITja TpobaeMa
€ W,

F) = 1 ,akox e W,
11t ,akozx ¢ W,

3a ¢yuruujy f Bakun
f(@) =~ 1(Vy (z,2)),

IIa je OHa M3PAYyHJ/bUBA, OJAKJIE cilenu na je npobsaem ,x € W,” mapuu-
jaJTHO OMTYYUB.

Hexka je g : N — N napnujanzna xapaxkTepucTUUHA (YHKIUja TpobireMa
7733 ¢ WI”:

g(x):{ 1 ,akoz ¢ W,

T ,ako x e W,

Basxkn
x € Dom(g) & x ¢ W,

na 3a cse Bpeanoctu x (x € N) Bazku Dom(g) # W,. Onarne caenu na 3a
cse Bpennoctu z (x € N) Basku g # @, na GpyHKIUja ¢ HUje U3paAUyHILUBA
u upobueM ,,x ¢ W,” HUje nmapuujaiHO OIJIyduB.

Teopema 3.25 (IToct) IIpeduxam P C N" je odayuue ako u camo axo cy
npedukamu P u =P napuujastio 0dayuusu.

Jloka3s:

(:>:) IIpermoctaBuMo na je mpemukat P omnyuwmB. Tanma je m mpemurat
- P omnyuuB, ma cy npeaukatu P u P u napuujaJsHo OIJIyYUBU.
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(«:) IIpernocrasumo na cy upeaukatr P u —P mapiujajHo OIJIyYuBU.
Tana, sa ocHoBy Teopeme 3.21, mocroje omnyunsu npemukaTtu Q, R C
N7+ raksu na Basku:

P(xla cee 7xn) ~ (Hy>Q($17 cee axn7y)
_'P(:L'la cee axn) And (Ely)R(xla s 7xnvy)'

Hedpuanmumo pyarmujy f: N® — N ma caenehu nauws:

f($1,...,£L'n) = uy[Q(wl,...,xn,y) VR($1,...,$n,y)]~

Mpenurar Q(x1, ..., Zn,y)V R(x1,...,%n,y) jé OMIYIUB U 3800BOLEH
3a CB€ BPEIHOCTU I1,...,Ly (jep 3a CBe BPENHOCTU Xy,...,~T, BAKA
viu P umu —P). Oparne caemu na je pyHKImja [ U3padyHbUBA U
Torasua. Ilopen Tora, Baxku

P(l‘l,...,l‘n)<=>Q(Z‘l,...,$n,f(371;---yxn))a

a Kako je mpeaukaT () OIJIyuYnB, CIEAN Oa je U npeaukar P oninyJuus,
mTo je u Tpebasio moKa3aTu. 0

Bamarax 118 /loxazamu da npobaem ,,Py(y) 1737 nuje napyujasno odayuue.

Pememe:
Heka je f:N? — N naprujaina kapakTepUCTUUHA (YHKIUja 32 IPO6-
JeM 3ayCTaBJbakba, Tj:

_J 1 ,aro Py(y) !
flz,y) ~ { 1, ako P.(y) 1

Basxn
f(xvy) = 1(¢U($,y)),

na je ¢yHruuja f mapadvyHILUBA, ONAKIE caema ma je npobuem ,,P.(y) |7
IapUUjaTHO OJJIYYUB.

IIpoGuem 3aycraBibama je HeomIyuus (Bumetu 3amartak 107), ma,
Ha ocHoBy IlocroBe Teopeme (teopema 3.25), npemuraru ,,P.(y) |7 u
5 (Pe(y) 1) (tj. ,,Pe(y) 17) He Mory OUTM MCTOBPEMEHO MAPIU]aJHO
omnyuusu. Kako je mpemmkat ,,P,(y) |” mapmmjanso ommyums, cienn
na npemukat ,,P.(y) 17 Huje maprujamHo omiayuus, mTo je U Tpebaio
HOKA3aTH.

Samarak 119 Hexa je P C N1 napyujaamno odayuue npeduxam. Joxaszamu
da cy caedehu npeduramu napyujasto 00AYUBH:

(0) QF,2) = By < 2)PF,y) (= By <z A PEy)

(6) R(Z,2) = (Vy < 2)P(Z,y) (= W)y <z = P(T,y)))
(20e je T = (x1,Z2,...,2,)).

370Baj mpobGaeMm HazmBaMO npobaemom dusepeenyuje (erra. divergence problem).
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Pememe:

(a) IIpenukar P je mapuujasHo OmIyduB, IIa, HA OCHOBY Teopeme 3.21,
noctoju omryums npemukar M C N"2 takxas ma saswm P(7,y) <
(3z)M (Z,y, z). Onna Basku:

Q(Z,z) & P(Z,0)v P(Z,1)V---V P(Z,z)
& (By)M(Z,0,y) vV By)M(Z, Ly) V-V (3y)M(Z, 2,y)

Mpemurar M(Z,0,y)V M(Z,1,y)V---V M(Z,z,y) je onnyuus, ma je,
Ha OCHOBY Teopeme 3.21, npemurar Q(F,2) napuujasHO Oy UUB.

(6) IIpenurar P je mapuujajgHo oIjlyduB, 0a, Ha OCHOBY Teopeme 3.21,
nocroju omryums mpemukar M C N"2 rtakxas ma sasm P(7,y) <
(3z)M (Z,y, z). Onnma Basu:

R(Z, z)
<P(Z,00) ANP(Z,1)N---NP(Z,2)
<:>(E|y1)M(f7 0, yl) A (HQQ)M(fa 1, y2) ARERNA (Elyz)M(f’ 2, yz)
<:>(ay1)(3y2) s (Hyz)(M(f’ 0, yl) A M(f7 1, y2) ARSRNA M(f7 2, yz))

Ipenukar M(Z,0,y1) A M(Z,1,y2) V-V M(Z, z,y.) je omnyuus, na
je, Ha ocHOBY TeopeMme 3.21, npenukar R(Z,z) napuujasno oLy dus.

Samarak 120 Jloxazamu da je npeduxam P C N™ odaywue akxo u camo axo
nocmoje odaywusu npeduramu Q, R C Nt maxeu da eaxncu

P(Z) < (Fy)Q(7,y)
P(7) & (Vy)R(7,y)

(20e je ¥ = (1, %2,...,%n)).

Pememe:

(=:) Ipernocrasumo na je upemukar P omnyums. Ha ocuoBy ITocrose
teopeme (Teopema 3.25), mpemmkatu P m —P cy mapumjasHO O1-
JIy4uBM, I1a, HA OCHOBY TeopeMe 3.21, mocToje OAIyYMBU IPENUKATHA
Q,R, C N"*! taxBu ma Bamu:

P(Z) < (3y)Q(Z,y)
~P(7) < (Jy) B (7, y)
Ilocnenmy exBUBaNIEHIUjY HaJbe TPAHC(HOPMUIIEMO:
P(F) & ~(By) Ra(Z,y)
& (Yy)~ B (7, y)
& (Yy)R(Z,y)
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rae je R(Z,y) = ~R1(Z,y). lIpenuraru Q u R 3amoBomasajy TBphe-
Be 3aIaTKa.

(«:) IpernocTaBumo ma moctoje omryumsu npemukatu @, R € N1 ra-
KBU 14 BasKU

P(7) & (Fy)Q(T,y)
P(F) & (Vy)R(Z,

Ha ocuoBy teopeme 3.21, uz P(Z) & (Jy)Q(Z,y) cuemu na je mpe-
mukat P naprujanso omayuus. [Ipemukar —R(Z,y) je ommyuus, ma
u3

—P(Z) & ~(Vy)R(Z,y)
& (Jy)-R(Z,y)

Ha OCHOBY Teopeme 3.21, ciemnu na je mpeaukat —P mapiujaaso on-
JIYUUB.

Haxne, npequkatu P u —P Ccy nmaprnujajHo OLIyYuBY, Ia, HA OCHOBY
ITocTose Teopeme (Teopema 3.25), caemu ma je mpemukar P omryvus.

3.6.3 OmnyuuBe M HEOJIyUUWBE TEOPUje

Hexa je L jesur Teopuje T u Heka je cKyn cuMbOJIa TOT je3UKa PEKYP3UBAH.
Hexka je gs ,,1-17 ¢yurnuja koja mpecaumkaBa ckyn cumbouia jesuka Ly
CKyIl mpuponHux o6pojeBa. l'emenoBa ¢yHEKUUja ¢, je QYHKIMja KOja HU3
cumbora $i, Sa,. .., S, jesuka L mpeciaukasa y 6poj (Tj. xdm):

Hpn(i)l‘i'gs(si)’
i=1

rae je pn(i) é-tu mpoct 6poj. Moske ce mokazaTu Ha je OBAKO mepUH-
ucaHa (YHKIUja ¢, W WHjeKTUBHA, Tj. PA3IUMYUTAM HU30BUMa cuMbOia
oaroeapajy pasnuuntu komoBu. CKyI KOIOBa CBUX pedveHUIa je3ura L
je ommyuus (pexypsuBaH) moackyn ckyma N.

Jesur L kojeMm je Ha OmMCAaHNM HAYWH OPUAPY:KEHA (YHKIWjA (. HA3U-
BaMO efexmusus08anuM je3uKom M O3HAUABAMO CA L. Kon ge($) o3nauaBa
ce majuemlie ca [¢].

Hedununuja 3.27 Hexa je T meopuja npeoe peda efexmususzosanoe jesuka
L u g, mezosa I'edenosa gynryuja. 3a meopujy T kaxcemo da je ommyumpa’®

38TepMun 004ywue UMa CACBUM APYTauMjd CMUCAO Kala je y MATamby MOjeANHAUHA
dpopmyna: KaxkeMmMo na je popMyaa ¢ HEIPOTUBpEUYHE Teopuje T 00ayuusa ako je uau ¢
uiam ¢ Teopema Teopuje 7. AKO je Teoprja HOTIYHA, CBE PEUEHUIEC HA IHEHOM jE3UKY
cy ognyuuse. Teopuja Moske ma Oyne HENIOTIyHa U ONJIYy4UUBA.
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(uau paspemmusa) axo je ckyn {[¢] | ¢ € T} odayuue (pexypsusan), mj. axo
je wapaxmepucmuuna gyrkyuja meopuje T fr: N — N:

e ={ 5 o tST

pexypauena. Pynxuujy fr mada Hazueamo u MPOUELYPOM OIJIyUUBAK-A 30
meopujy T .

Hedpununuja 3.28 Hexa je T meopuja npeoe peda efexmusuzosaroz jeaura
L u g. wezosa I'edenosa pynryuja. 3a meopujy T waxmcemo Oa je TOIyOn-
ayuusa ako je ckyn {[¢] | ¢ € T} napyujaaro odaywue (noayodaywue),
mj. axo je pynwyuja hr : N — N:

1 ,axo g €T
0 uau nedegunucaro , axo ¢ €T

nr(fel) = {

pexypauena. Pynxyujy h mada nazueamo v TPONETYPOM MONYO LIy IUBAHA
3a meopujy T .

IIperxomuuM medmHUIMIjaMa CTPOrO je yBeOeH IojaM OAJIyYUBE TEOPU-
je. Taj mojam moryhe je yBectu m HemTo HepOpPMAJIHUjE, UHTYUTUBHO,
Ha ciuenehiu HaumH: YKOIMKO mocToju edexTuBaH anropuraM (HOCTYIAK,
npouenypa) TakaB Aa 3a CBAKy DEYEHUIy ( Aaje OArOBOD 0a AKO U CaMo
aKo je a teopema teopuje T (m we MHAUE), OHIA KAKEMO N je Teopwuja
T omnyuwmBa. Besa mameby ¢dopmanno m HehopMasHO yBemEeHOr MOjMA
omnyuuse Teopuje Gasupa ce (uamebhy ocranor) u ma Yepuosoj Te3u Koja
TBPAM & Cy KJIaC€ PEKYP3UBHUX U €(PEeKTWBHO M3PAUYHIBUBUX (YHKIjA
UIEHTUYHE.

Hepununuja 3.29 3a meopujy T xaxcemo Oa je HEOMIYUUBA (KO HUje 00-
aywuea. 3a meopujy T Kaxncemo 0a je €CEHIM]ATHO HEOIIIYUUBA aKO je Heoo-
aywuea meopuja T, Kao U 6UAO KOjE BEHO HENPOMUBPEUHO NPOUUPEDE.

3a Teopujy T HaI pekyp3uBHUM (OMIydUBUM) je3uKOoM L KasKeMO Ia je
aKcuoMamubduAHa aKO MOCTOjU PEKYP3UBaH HENPOTUBPEYAH CKyln A pede-
HUIA je3nka L TakaB Ja je peUeHulla o TeopeMa teopurje 7 akKo 1 caMo ako
oHa Moke OuTu msBemena u3 ckyna A (Tj. ako um camo ako Basku A b «).

Hapenna teopema maje morpebHe M JOBOJLHE YCIOBE N MOTIYHA TEO-
puja 6yne omnyuusa [10]:

Teopema 3.26 3a nomnyny meopujy T caedehu ycaosu cy exeusanenmmu:
o T je neodayuuea.
o T je ecenuujaano neodayuuaa.

o T nuje axcuomamubuana.
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IlocToju 3HaUYajHA METONOJIOMKA PA3IUKa ¥ IPOYUYABAY OIIYUNBOCTU
1 HEOJJIyUMBOCTHU, YIPKOC UMEEHUIM Ia Cy Ta ABa IOjMa Yy HEIOCPEITHO]
Be3u. Jla Om ce moka3ayio na je HEKa TEOpUja HEOIYyUYMBA OOUYHO ce
MOoCeke 3a CTPOruM (opMasu3MuMa u3pauyHmsuBux ¢yuemuja. C apyre
cTpaHe, 3a JOKa3 OIJIYyYUBOCTU HEKe TeOPUje NJOBOJLHO je IOCTOjame edek-
TUBHOI TOCTYIKA KOjU 3a CBaKy pedeHuUIly yTBpDhyje ma mau jecre wuiam
HUje TeopeMma nare Teopuje. 300r Tora Cy IPBU PE3yITATH Yy BE3U Ca
omryunBomny nperxoauiau yBohemy mojMa pPEeKypP3WBHUX (DYHKIUja Cpe-
OVUHOM TPUIOECETUX T'OAWHA, JOK Cy C€ IPBU PE3YyJITATHA Y BE3U Ca HEOIJIy-
YMBOIINY [I0jABUJIN TEK HAKOH TOrA.

Hexke on onnmyuwmBux Teopuja cy: MCKa3HU PadyH, TeOPHja €KBUBAJIEH-
uuje, reopuja BymoBux anrebpu, [Ipe3byprepoBa apurmerumra, Teopuja
MHOK€EHma IPUPOTHUX OpojeBa, Teopuja AGeIoBUX I'pylla, TEOPUja aJire-
0apCKu 3aTBOPEHUX II0JbA, TEOPHUja PEAJHO 3aTBOPEHUX II0Jba, E€JIEMEH-
TapHA eyKJINICKAa I'eOMeTpHrja, eleMeHTapHA XUIepOOIMUYKa reoMeTpuja.
Hexe on HeomnyunBux Teopuja cy: IpeAUKATCKN PadyH IpBOr perna, lle-
aHOBa apUTMETUKA, ZF TeOpUja CKYIOBa, TEOPUja TPyIa, TeOPUja IPCTEHA,
Teopuja MoJba, MPOjeKTUBHA reoMeTpuja. Buile o omJIyyYuBUM TEOpUjaAMa
Buzetu y [9]; Bume o HeosyuuBuM Teopujama Bugeru y [10].

Moske ce pasmarparn u (He)OIyUnBOCT HEKe Kiace TBphema y jenuoj
Teopuju. YKOJIMKO Yy HEKOj TEOPHUjU MOCTOjU KJIACA HEOMIYyYMBUX TBDDe-
Bba, OHIA je U Ta Teopuja HeomiayuuBa. Hapenaw nmpumMepu uiaycTpyjy OBa
BayKHA DPE3yJITaTa TOr TUIA.

ITpumep 3.2 Ilpemnocmasumo da je G 2pyna ca jeOUNUMHUM EAEMENTNOM
e u da je G zenepucana eaemenmuma uz ckyna S = {¢1,92,...,9n} C G.
Peu nad S je mepm nonym gy 95919598 ®oju yrmyuyje eaemenme cxyna S u
onepayuje zpyne. Ceaxa pew odzosapa wexom eaemenmy epyne G. Kamnce ce
0a je epyna G zenepucana ckynom S, axo cearxom eaemenmy epyne G odzosapa
nexa pew nad S. Ipobaem peun 3a G (y odnocy na S) je npobaem ymep-
husama da au 3a pew w Had S eanmcu w = e. Ilpobaem pewu 3a epyne je
HEOODAYHUB.

IIpumep 3.3 Ilpobaem ,,uenobpojnu nosunom p(xi,Ta, ..., Ty) UMG YeAO-
bpojre Hyse” je Heodayuus.

3.7 Pekyp3uBHU U PEeKypP3UBHO HAOPOjUBU
CKYIIOBU

3.7.1 Pekyp3uBHU CKyHnOBU

TTocToju 6sucka Be3a mameby yHapHUX MpeauKaTa HAL IPUPOTHUM Opoje-
BUMa U MOJACKYINOBa CKyla npupomanx 6pojesa. Hawmme, npemurary M (z)
omrosapa ckym {z | M(x) }, a ckyny A C N oxgrosapa npenukat ,,x € A”.
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Tegpununumja 3.30 Crkyn A C N je pexypsuBan (OIIy4uuB) ako je Kapak-
TEPUCTUYHA QYHKIUja CKyma A:

1 ,axkoxec A
CA(I)_{ 0 ,ak0ox ¢ A

uspanynpusa (mj. axo je npeduxam ,,x € A” odaywue).

Pexyp3uBHe CKymoBe HA3WBAMO U U3PAUYHAUBUM CKYNOBUMA. AKO je
¢yurumja C'4 IPUMUTUBHO PEKYDP3UBHA, OHIA KAKEMO Ia je CKym A npum-
umueHro pexypausan. llojaM pPeKyp3WMBHUX CKyIOBA MOKe OUTH IPUPOIHO
npomuper Ha noackymose ckyna N”. IloBosmHO je, MeDyTumM, pasmarparu
noackynoBe ckyna N, jep ce ypebene n-topke mpupoaaux 6pojeBa Mory
€(pEeKTUBHO KOIUPATU IPUPOIHUM OPOjeBUMA.

Bamarak 121 ZJlokxazamu da cy caedehu ckynosu pexypausHu:
(a) N
(6) buno xoju Konauan cryn
(8) Py — cxyn ceuz naprux bpojesa
(2) P — cxyn ceux npocmuz 6pojesa.

Pememe:
(a) On(z) =1(z) = 5(0(x))
Cn = Sub(s;0)

(6) Aro je A = 0, onma je Ca(z) = 0(x). Y cympornoM, Baku A =
{a13a23 .. 'aan}7 na je OA(‘T) = Sgn(Z?:l Eq($7ai))'

(B) Cp,(z) = div(2,z)

(r) Cp(x) = pr(z) (Bmoeru 3anarak 63 (x))

Sanmarak 122 Axo cy A u B pekypsusnu ckynosu, oHla Cy peKypusHu U
caedehu cxynosu:

(a) A

(6) ANB

(6) AUB

Pememe:
(a) Cz(x) = 1=Cy(x)
(6) Canp = Ca(x) - Cp(x)
(B) Caup = max(Cy(z),Cp(z)) 3°

39T pumernmo amansorujy nsmebhy npeankara u ckymosa u ogrosapajyhux omepamnuja
Ha BuMa (BUAETH 3anaTak 77).
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3amarak 123 Hexa cy A u B nodckynosu cxyna N. Crynoeu AP B u
AQ B degunucanu cy na caedehu nawum:

A@B:{2x|x€A}U{2x+1|m€B}
A®B:{7T(x,y)|x€A u y € B}

20¢e je fynryuja m dedunucana wa caedefiv navun: m(x,y) =272y +1) — 1.
Jloxasamu 0a saxcu:

(a) Cxyn A B je pexypsusan axo u camo axo ¢y u A u B pexypsusnu.

(6) Axo je A, B # 0, onda je AQ B pexypsusar axo u camo axo cy u A u
B pexypsuenu.

3amarak 124 Jloxazamu da caedehu ckynosu Hucy pexypausHu:
(a) {z | D, je momaana}
(6) (x| w € W,}
(6) {x | . =0}

3.7.2 Peryp3muBHO HAOpPOjUBU CKyHOBU

Hepunuumuja 3.31 Cxyn A C N je peryp3uBHO HaAOPOJUB CKYII ako je we-
2060 apHujalHa KapPaKTEePUCTUYHA (DYHKIUja:

1 ,axkoxe A

f(f”):{ T L aroxd A

uspauynpusa (mj. axo je npeduxam ,,x € A” napyujasro 00ayuus).

3a pekypsuBHo Habpojus ckyn A kpahe mumemo A je p.n. ckyn. 3a
p.H. CKYIIOBE KOPUCTE C€ W TEPMUHU NOAYPEKYPIUSHU CKYNOSU U NOAYUIPA-
YYHAHUBYU CKYNOBU.

IMpuwmep 3.4 Cryn K = {x | x € W, } jecme p.n. ckyn, aru nuje pexypauean
ckyn. Ckyn K = {z | x ¢ W, } nuje p.n. cxyn.

TeoIEaMa 3.27 (IToct) Cryn A je pexypsusan ako u CaMO AKO CY CKYNOBU
A u A p.w. ckynosu.*®

IIpumerumo ananorujy m3amebhy oBe Teopeme m teopeme 3.25, uumje ce
TBpbheme 0aHOCH HA IpEeauKaTe.

40 Tokas reopeme ce mome nahin y [4].
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Teopema 3.28 Hexa je A C N. Tada cy caedehu ycaosu exeusanrenmuutt

(i) A je p.n. cxyn.

(i7) (e)A =W,

(iii) * € A< (Jy)P(x,y) 3a nexu odayuue npeduxam P C N2,
)

() x € A< (Fy1)Fy2) ... Cyn) M (2,y1,Y2, - - -, Yn) 3¢ Hexu 00ay~u6 npe-
Juxam M C N™*+1,

(v) Axo je A # 0, onoda je A = Range(f) sa mexy ynapny momanny uspa-
wyHpUBY PYHKUUTY.

(vi) A = Range(f) sa nexy (napuujasny) uspauynouey GyHKuUy.

Hagenena Tteopema, uamely ocrasior, roBOpuU 1a je eHyMepanu)ja
Wo, Wy, Wy, ...

[OMEHA YHAPHUX U3PauyHLUBUX QYHKIUja eHyMepanuja (Ca HOHABILAILEM)
ceux p.H. ckymoBa. Axo je A = W,., onma ¢ maszusamo underc ckyna A.
Teopema, Takobe, TBpou ma je u eHyMepauja

E07E17E25"'

pPaHroBa yHADHUX M3PAUYHUBUX (QYHKIUja eHyMepamuja (ca MOHABIbHA-
BEM) C6UT P.H. CKyIOBA.

3amarak 125 Joxasamu da je ckyn A = {z | ®, nuje ,,1-17} p.n.

Pememe:

reA
<&, wyuje ,,1-17
S, 2)(y # 2 A Pa(y) = Pu(2))
<y, z,8,t)(y # 2 A Py(y) | s 3a <t ropara A Py(z) | s3a <t kopaka)
<(Jy, 2,8, ) (y £ 2N S(x,y,s,t) ANS(z, 2, 8,1))
@) £ W)2 A 5@ @)1, Ws, (9)4) A S B2 (B3, (1))

=Q(z,y) — OMJIy4YHUB IIPpE€IUKAT

Haxkue, Basku ¢ € A & (Jy)Q(x,y), rue je ) 0IyYUB IpeaUKAT, Ia, HA OC-
HOBY Teopeme 3.21, cienu na je npemukar ,,x € A” maprujasHO OmJIyYnB,
Tj. ckyun A je p.H.

4 Tokas reopeme ce mome nahin y [4].
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3amarar 126 Joxazamu da ckyn A = {x | D, je momaana} nuje p.n.

Pememe:
Pyurmuja 0 je ToTanHa W M3pAUYyHJLUBA, I IOCTOJU MHIEKC € TaKaB
na Baxku P, = 0. Tana Baku ¢ € A, na ckyn A HUje mpasaH.
IIpernocraBumo cynporao — xa ckyn A jecte p.u. Ha ocHOBy Teopeme
3.28[(v)], cmemm ma mocToju yHApHA TOTAJHA M3PAUYyHILUBA (QYHKIMja f
rakBa na Baxku A = Range(f), tj. A= {f(z) |z € N}. Tana je uu3

L0y Prr)s P2y, -

HM3 CBUX YHAPHUX TOTAJIHUX M3PAUYYHBUBUX ¢yHEKIUja. Jedurummmo
¢yurmujy g : N — N na crenehn nauwns:

9(x) = pipy(x) + 1.

dyurnuja g je ToramHa UM M3PAUYYHJILUBA, IIa IIOCTOJU MHAEKC M TaKaB Ia
Bagn g = Py, 3a Ty, pukCUpany BpEIHOCT M BakKu

(jep je g = Py(m))
:@f(m)(m) +1
(ma ocHOBy nmedpununuje ¢pyHruuje g)

mro je wemoryhe. lakime, ckyn A Huje p.H.

3amarak 127 Hexa cy A, B C N p.n. ckynosu. Joxazamu da cy oHOG p.H. U
cxkynosu AN B u AU B.

Pememe:

Ako cy ckynosu A u B p.H, ouzna, Ha ocHOBY Teopeme 3.28[(i1)], mocroje
uv3pauynmuBe ¢pyakuuje [ u g takse ma je A = Dom(f) u B = Dom(g).
Basxku ANB =Dom(f-g) u f-g je n3pauynipusa GyHKUMja, 0a, Ha OCHOBY
nucTe Teopeme, ciaenu ga je ckyn AN B p.H.

Axo je A =0 wnmu B = (), ouna je ckyn AU B ounranemuo p.u. Ilper-
noctasumo na je A # ) m B # (. Ha ocmomy Teopeme 3.28[(v)], moc-
TOje ToTajHe u3pauyHsuBe QyHruuje f u g takse na je A = Range(f) u
B = Range(g). Heduuummumo ¢pyuruujy h: N — N na ciaenehiu nayun:

h(2z) = f(z)
h(2x 4+ 1) = g(x)

Oyurumja h je m3pauynmusa u Baku AU B = Range(h), ma, Ha OCHOBY
ucre Teopeme, cienu ma je ckyn AU B p.m.
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3amarak 128 Hexa cy A, B C N p.n. cxynosu. okxazamu da nocmoje p.n.
cxynosu A’ u B’ maxeu da eamncu

ANB =0 AN AuUB=A"UB".

Bamarax 129 /Jloxazamu da je pynxyuja f : N™ — N pexypsuena axo v camo
je men epagurt?, cxyn Ty, pexypaueno nabpojue.

Pememe:
(=) Ilpermocrasumo na je ¢pyurmuja f pexkypsusaa. Onna f = &, 3a
Heky Bpensoct e (e € N). Bawxm:

(Z,y) €Ty &y = f(@)
& (Ft)(P.(Z) | y 3a <t rOpara)
& @3t)  Sle,dy.t)
—————
OIIyYUB TIPEUKAT
Ha ocuoBy Teopeme 3.28((4ii)], cremu na je cxyn I'y p.u.
(«=:) IIpermocrasumo na je ckyn I'y p.u. Ha ocroBy Teopeme 3.28](#44)],
MMOCTOjU OMUIyUYUB TIpenukaT P TakaB oa BayKuU:
(@, y) ey & (32)P(Z,y,2)

Baskn:

Bpenuoct f () je mepunucana
<(Fy)((Z,y) €Ty)
©(Jy)(32)P(Z,y, 2)
<(3t) P(Z, ()1, ()2)
—_———
Q(&,t)— OIJIyUUB IIPEIUKAT
na je
J(@) = (ut[Q(Z,1)]), ,
onakiie ciaemu na je ¢pyHrmuja f pexyp3uBHA.
Sanmarak 130 Hexa je A C N beckonawan p.n. ckyn. [Zoxasamu 0da noc-

moju momanara uspauyrsusa pynryuja f xoja je ,,1-17 u 3a xojy eaxncu A =
Range(f).

Lpaguk pyrxnuje f: N” — N je cryn

Uy ={(z1,22,...,2n, f(z1,22,...,20)) | (21, 22,...,2n) € Dom(f)}.
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Pememe:

Cxkyn A je menpaszad (jep je GeckoHauaH) U p.H, &, HA OCHOBY TEOPEME
3.28[(v)], cnenu ma mocTtoju ToTanHa M3padyHLUBa (yHEuMja g : N — N
rakBa na Baxku A = Range(g).

Heduanmumvo ¢yuaruujy f: N — N ma caenehwu nauwn:

f(0) = g(0)
flx+1)=g(pylgly) ¢ {£(0), fF(1),..., f(x)}])

Ckyn A je OeckoHauaH, ma 3a CBaKy BPEIHOCT « + 1 mOCTOju BpEAHOCT

y maxsa na je g(y) ¢ {f(0),f(1),....f(x)}. Crym {f(0),f(1),..., f(z)}

jé KOoHauaH, Ia je PEeKyp3uBaH, Omakie ciemu na je npeaukar ¢(y) ¢
{f(0), f(1),..., f(2)} omnyuuB u ma je dyuruuja f uspauynmusa. Mowxe
ce u eeKTUBHO TOKa3aTU na je ¢pyHruumja f m3pauynmusa. Hmp:

fla+1) = gluy [ ealg(y), £(z)) = 0)).

2=0

3a ¢yuruujy f Baxku ma je ,,1-1” un {f(z) |z € N} = {g(z) | z € N} = A.

3amarak 131 Leckonauan ckyn A C N je pexypsuean axo u camo axo noc-
moju cmpozo pacmyha momaana uspauyrwusa gynrkyuje f : N — N maxea
0a saxcu A = Range(f).

Pememe:

(=:) Hpernocrasumo na je ckyn A perypsusad. ledpunummmo ¢yHKOU]Y
f:N — N wma crnenehwn nauwus:

f(0) = pyly € A] = py[Caly) =1]
fla+1)=mly € Any > f(z)]
Crkyn A je pexypsuBaH, ma je npemurar y € A ommyums. Omgoyuns
je m mpequrar y € A A y > f(z), ma je ¢pynruuja f wspauyHmuBa.
IMopen Tora, ckyn A je Geckonauan, ma je ¢pynrmuja f mepunucana
Yy CBaKO] TAUKU.

Iakne, ¢pyurmuja f je ToranHa, m3padyH/bUBaA, cTporo pacryha m
Baskn A = Range(f).

(«:) IpernocraBumo ma moctoju GpyHKIUja f Koja je TOTAJNHA, U3PAUyH-
JpbuBa, crporo pacryha u Baxku A = Range(f).

Baxu f(0) < f(1) < f(2) < ..., ma ce jeAHOCTABHO NOKa3yje Ha U3
y = f(z) cnemn x < y.
Basgu:

y € A&y € Range(f) & (Br)y = f(v) & (Fr <y)y = f(2)

penukar (Iz < y) y = f(x) je omnyuus, na je ckyn A pexyp3uBaH.



130 Leo 3. Teopuja anrzopumama

3amarak 132 Hexa je A C N beckonauarn p.n. ckyn. Zoxaszamu da A uma
beckonauan pexypauear noodcKyn.

Pememe:

Cxkyn A je menpaszad (jep je GeckoOHauUaH) U P.H, &, HA OCHOBY TEOPEME
3.28[(v)], caemu ma mocToju TOTAIHA U3pAUYHUBA PpyHKOUja f TakBa Ia
je A = Range(f).

Hedpmuanmumo ¢pyurmujy g : N — N Ha caenehu mauwms:

9(0) = f(0)
gz +1) = f(uylf(y) > g(z)]

IIpenukar f(y) > g(x) je ommyuus, na je pynxuuja g uspadyumpusa. Cryn
Range(f) = A je BecrkomauaH, ma je (yHKIUMja ¢ mepuUHUCAHA y CBAKO]
TAUKMN.

Heka je B = Range(g). Pyurnuja g je TOTAIHA U3PAUYHILUBA U CTPOTO
pacryha ¢ysknuja, ma je, Ha ocHOBY 3amatka 131, ckyn B pexkyp3uBaH.
dyurmuja g je crporo pacryha, ma je ckyn B = Range(g) Geckonauam.
Basu u B = Range(g) C Range(f) = A, na caequ na je ckyn B GeckoHavyan
pPeKyp3uBaH IMOACKYT CKyma A.

Teopema 3.29 (Pajc-IlTanupo) Heka je A ckyn ynaprus uspasynsueus Gyn-
Kyuja maxae da je ckyn {x | ®, € A} p.n. Taoda 3a ceary yrapry uspauyrouey

pynwyujy f eaxncu:

feA & nocmoju xonauna gynrkyujae 6 maxea da je € A uwf C f

Y TeopeMu ce HOXL KOMAYHOM PYHKYUjoM TOAPa3yMeBa (YHKIUja UMUjU
je moMmeH koHayaH CKyln. KRao u panuje, 0 C f 3maum na je ¢yurmuja f
npommpeme GyHrmmje 6.

I'naBHa mpuMmeHa HaBeneHe TeOpeMe je y DOKa3uMa Ia HEKU CKYI HUje
p-H.

Samarak 133 /lokasamu da caedehu ckynosu Hucy p.H.
(a) {z | @, je momaana}
(6) {x | D, nuje momanana}

Pememe:

(a) Cryny mamerca A = {x | ¥, je Toramma} omrosapa CKyn (yHKIUja
A={f] fe€cC® ufjeroranmsa}, ma xoju mpumemyjemo Pajc-
[MTamupoosy Teopemy (Teopema 3.29). Kako Hu 3a jemnny (yHRIuUjy
f (f € A) me nocroju konauna pymrnuja 0 (0 C f) Taxsa ma je 6 € A,
TO CKyn A Huje p.H.
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(6)

Cnuuno, ckymy unnexca B = {z | ®, Huje ToranHa} omrosapa CKym
dyrrmmja B = {f | f € CV u f #uje ToTamma}, HA KOjU TPUMEHY-
jemo Pajc-IllanupooBy Teopemy (Teopema 3.29). Axro je dpyHruuja
f moramma wmspauynmuBa QyHKIMja, oHza [ ¢ B, a cBaka KOHAUHA
¢yurnuja 0 C f mpunana ckymy B. Ilakme, ckyn B muje p.H.

Sanmarak 134 Jloxazamu 0da caedehiu npedukamu HUCY NAPUUJAAHO 00AYHU-

8u:

(a) ,,Wy =07

(6) .\ &, je 1-17

(8) ,, W, je xonauwan”

(2) ,, W, je beckonauan”
(()) H(I)z =07

() ,, @, #07

(e) ,, @, je momanana”
(nc) ,,®, nuje momanna”

Pememe:

(a)

Hexa je A= {f | f € CY u Dom(f) = 0} u nmexa je fy uspauymmusa
¢yHEmMja Koja Hmje Hurge meduumcana (tj. Dom(fy) = 0). Ilper-
nocraBumo ga je ckyn A = {z | ®, € A} = {x | W, = 0} pexyp3usHO
HaOpOjuUB.

dyuruuja fy je romauna, mpumana ckyny A um Basku fy C 0, ma,
Ha ocHoBy Teopeme 3.29, caemu 0 € A, mro je merauno. Ilakie,
IPETHOCTaBKA je Ouia morpemsa, na ciemu ga ckyn A = {z | W, = 0}
HUje p.H, Tj. npemukat ,,W, = 0" Huje maprujasHO OIQIYyYUB.

Hera je A = {f | f € CV) u Dom(f) je Geckonauan}. IIpermocra-
BuMo na je ckyn A = {x | W, je Geckonauan} pexyp3uBHO HAGPO-
juB. Cryn A je mempasaH, ma moctoju GpyHKIHUja f Koja My Ipumlazia.
Ha ocmoBy Teopeme 3.29, ciaeam na mocToju KoHauHa ¢yHKIUja 0
takBa na je 0 C f u 0 € A. Ta ¢yurmmja 0 je u KOHaAUHA U UMA
OeckoHAYaH OOMEH, IITO je KOHTPAAUKIMja, Ha CIeau Oa je IIpeT-
nocraska Ouia morpemna n ga ckyn A = {x | W, je Gecronauan}
Huje p.H, Tj. upemukar ,,W, je Geckonavan’ HUje MaPIUjaTHO OJ-
JIYUUB.

Herka je A = {f | f € CY u f je roramma}. TIpermocraBumo ma
je ckyn A = {z | ®, je Troranmna} pexyp3uBHO HabOpojus. PyHKUU]a
0 je ToTasHa W M3pavyHJ/LUBA, I1a, HA OCHOBY TeopeMe 3.29, ciemu
na moctoju koHauHa ¢yHrnuja 6 taxksa ma je § C 0 u € A Ta
¢yuruuja 6 je koHaUHA, a HEH TOMeH je ckyn N, mTO je KOHTPaIuK-
mja, ma cJIeav na je MPeTIOoCTaBKa OuJia MOTPemHa U aa CKynm A =
{z | ®, je Troranuna} muje p.H, Tj. upemurar ,,P, je Toranmna’ Huje
IAPIMjAJTHO OJIYyUYnB.
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Samarak 135 Hexa je A nodckyn ckyna ynaprur pexypauenus fynrkyuja, mj.
A C WM. Mokasamu da axo je ckyn A = {x | ®, € A} pexypsuean, onda je
A=0 v A=c 23

Pememe:

IIpermocraBumo ma je ckyn A pekyp3uBaH U HEKa je fy M3padyHbUBA
¢ymrmmja koja muje murme nedummcana (tj. Dom(fy) = (). IMocroje mse
moryhuocTu:

fo € A: Hera je f npousBossHAa yHAPHA U3PAUYyHLUBA PyHKIUja. PyHKIM-
ja fp je konauna u Baxku fy C f, fp € A, na, sHa ocHOBY Teopeme 3.29,
crenn na ¢ysruuja f npumana ckymy A. lakie, 3a TIpOM3BOJBHY
uspauyHmuBy (Gyurnujy f Baxn f C A, ma, kako sasu u A C C(D,
creqn A=CW.

fo ¢ A: Axo Bamu fy ¢ A, onna Bamu fy € C(V\ A, na ce anamorso mpsom
neny, nokasyje ma sazu C)\ A =CM, 1j. A=0.

Sanmarak 136 Hcnumamu da au je p.u. caedehiu ckyn:

A={z | Wy #0 NP, 0P, je, 1-17}

Pememe:
Ckyny unnekca A omrosapa ciaenehwu ckyn ¢ysrmuja:

A={f[fecC™ A Dom(f)#0 A fofje,1-1"}.
I[Ipernocrasumo na je ckyn A p.H. Hedpmnanmmmo ¢pyuruujy 0 : N — N Ha

ciaenehu mauum:
o(z) = 0 ,axoz =0
1t ,akox #0

dynrnuja 0 je nzpauynmusa u Basku Dom(0) = {0} # @ u 600 jecte ,,1-17,
ma Baxku 0 € A. Pyuruuja 0 je xkomauna u Baxku § C 0 u 6 € A, na, Ha
ocuoBy Teopeme 3.29, caiemu 0 € A. Oryza, 000(=0) je ,,1-1” pyurumja,
mTo je Herauno. Jlakie, ckyn A HUje PEKYP3UBHO HAODPOjUB.

3.7.3 IlpoayKTUBHU U KPEATUBHU CKYIIOBU

HpeaTI/IBHI/I CKYIIOBU CY D.H. CKYIIOBA T~II/IK]I/I KOMIIJIEMEHTU HUCY D.H, aJU Ca
OO0 O0aTHUM, HOjaanI/IM yciaoBuMa.

Hepunaumuja 3.32 Ckyn A je IPOLYKTUBAH aK0 MOCMOJU MOMAAHA UIPA-
wynpUuea Pynkyuje g marsa da eaxcu:

Wo CA=g(z) € A\NW,

PynKyUjy g Ha3UEaMO IPOLYKTUBHOM (YHKIUJOM 30 CKyn A.

[Ipumernmo xa je TBpheme Koje Tpeba mokaszarTu exsuBasenTHO TBphemy Pajcose
Teopeme (Treopema 3.19).
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Axo je A mpoaykTuBaH CKyI, oHIa 3a cBaku ckyn W, C A Baxu W, #
A, na ckyn A muje p.u. ltaBume, nocroju epexruBan HauMH 3a oxpebhu-
Bame eJeMeHTa Koju npunana ckymy A\ W,.

IIpumep 3.5 Cnedehu ckynosu cy npodyxmueru:
(i) {z | 2, # 0}
(i1) {x | c ¢ W,} (20e je ¢ dam npupodan 6poj)

(i9i) {x | c¢ E.} (20e je ¢ dam npupodar 6poj)

Hepunaunyja 3.33 Cryn je KpeaTUBAH aKO0 U CAMO GKO je PEKYPIUBHO HaAODO-
Jjue u mez0s KOMNAEMEHM je NPOoOYKMUEGH.

ITpumep 3.6 Caedehu cxynosu cy xpeamusnu:

(a) {z | .(z) = 0}
(6) {x | c € W,} (e0e je ¢ dam npupodan 6poj)
(6) {x | c € E,} (20e je ¢ dam npupodan 6poj)

Teopema 3.30 IIpodyxmusan ckyn cadpacu beckonadar p.u. cxyn.**

Tocremuma 3.1 Axo je ckyn A xpeamusan, onda ckyn A cadpxcu beckona-
YaAM P.H. CKYN.

3.7.4 Ilpoctu ckynoBm

Hepunuumuja 3.34 Ckyn A je mpocT ako saxncu
(i) A je p.w;
(ii) A je beckonaram;

(iii) A me cadpucu beckonaran p.H. cryn.

Samarak 137 Jloxazamu da npocm ckyn Huje Hu PEKYPIUBAH HU KPEAMUBAHN.

44 Tokas Teopeme ce mome nahin y [4].
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Pememe:

Hexka je A mpoct ckyn. Tana je, Ha OCHOBY me(UHUIM]E TPOCTOT CKyTA,
ckyn A GeckoHauaHn u He caIpxku OeckoHauaH p.H. ckym. OgnaTie ciemu
a OH Huje p.H. (BumeTu 3amarak 132).

IIpernocraBumo cynporao — gna ckyn A jecte pekypa3usan. Onnpa, Ha
ocuoBy Iloctose Teopeme (Teopema 3.27), caems ma je ckyn A p.H. mTO
IPOTUBpEYM IPETXOTHOM 3aKBYUKY Oa A He caap:xy GeCKOHAUAH P.H. OI-
cryn. akme, ckyn A HUje peKyp3UBaH.

Cuanuno, ako Ou ckyn A 6uo KpeaTuBaH, OHIA OU HETOB KOMIIJIEMEHT
canp:kao OeCKOHAYaH P.H. CKyI, a TO Ou, HA OCHOBY mociaenute 3.1, mpo-
TUBpEUUIO uniheHnnn na je ckyn A mpoct. Ilakme, ckyn A Huje kpearu-
BaH.

Bamarax 138 Hexa je f : N — N momaana uspauwynnusa ,,1-17 gynrwyuje v
nexa ckyn Range(f) nuje pexypsuean. Zoxasamu da je npocm crkyn

A=A{z|(Fy>=) fly) < f2)}.

3.8 CBombUBOCT M CTEEHU

YecTo ce y pemaBamy npobdiieMa TeopUje N3PadyHBUBOCTU KOPUCTU IPUH-

U PenyKIuje, TO jecT cBohema jemHor mpobsuema Ha apyru. Ha mpumep,

Taj NPUCTYI CMO KOPUCTUIM y INOka3y Pajcose teopeme (Teopema 3.19),

e CMO MOKAa3aJyr Ia IOCTOjU TOTAJHA M3PAadYyHbUBA QYHKIU]a kK TAKBa Ia

je x € Wy & Py, € A, umme cmo npobiem ,,®, € A” cBemu ma npobiem
2

,r € W,

Moryhe je npenusnauje yBecTr mojaM CBOMBUBOCTUY umMe je MHIVKO-
yhe je mp je y J J A

BaH U nojaM creneHa (Mau TeRUHE). Y MECTO CBOILBLUBOCTU udMehy npo6-
JeMa uyemhe ce pasMaTrpa mojaM CBOALMBOCTE m3MeDy ckymosa koju ce
HehopmaIHO MOke ommcaru Ha ciaenehu Hauwmu: ,,Axo je dama npoyedypa
00ayuusama 3a npobaem ‘x € B, onda je mozyhe xoncmpyucamu npoyedypy

00ayuusamwa 3a npobaem ‘v € A’

3.8.1 m-cBOoOgLUBOCT

Hedpmaunuja 3.35 Cryn A je m-csommus?® na cwyn B, y osnayu A <,, B,

aKo MOCMoju Momasna uspauyrsusa Pynxyuje f maxea da 3a ceaxy apeo-
noem x (x € N) samcu:
reA & f(x)eB

Ca f: A <,, B ozsauaBamMo na je [ ToTajHa M3pAUYHHUBA (YHKI]A
KOja ImOoKa3yje CBOMLUBOCT CKymna A Ha ckym B.

4y obuuajena cy nBa IPUCTyTa: M-CBOABUBOCT n TjypPUHT CBOMLUBOCT.
46 TepMun m-croamuBoCcT je ckpalienn 06IUK 0 Many-one CBOIBUBOCT.
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Teopema 3.31 Peaayujo <,, 3adosonaea caedehe ycaoser”

(1) Perayuja <,, je pedrercusna u mpaHaumueHa.
(i) A<, B & A<, B
(i4i) Axo je cxyn A pexypsusan u B <., A, onda je u ckyn B pexypsusan.
(1v) Ao je cxyn A pewypsuean, B # 0 u B # N, onda je A <,, B.
(v) Axo je A p.n. cxyn u B <,, A, onda je u B p.n. cxyn.
(vi) A<, N & A=N
(vit) A<, 0 & A=10
(viti) N<,, A & A#0

(iz) 0<m A & A#N

Teopema 3.32 Cxyn A je p.u. axo u camo axo saxmcu A <., K, 20e je K =
{x|xeW,}.28

Banmarak 139 Hexa je A= {22+ 1|2 € N} u B = {22 | x € N}. Jokaszamu
da samcu A <,, B.

Pememe:
Heduanmumo ¢pyuaruujy f: N — N ma caenehu nauwn:

fx) =

2?2 | ako je x Hemapan
2 | ako je x mapan

dyurnuja [ je ToTasHA U U3PAUYYHILUBA U BaiKU:

r €A & 1z je memapan
< f(x) € B,

na Baxku A <,, B, mTo je u Tpebanio morazaTu.

3amarak 140 Hexa je A = {z | , = 0}. Loxazamu da eamcu K <,, A, 20e
je K=A{x|xzeW,}.

47 Ilokas Teopeme ce mosxke mahu y [4].
48 lokas Teopeme ce mome nahin y [4].
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Pememe:
Hedurummuvo ¢yurmmjy f: N2 — N ma crenehu mauum:

Fz,y) ~ 0 ,ak0xzeW,
LY = 4 , ako x ¢ W,

dyurnuja [ je u3pauyHpbUBa, 1A HA OCHOBY S — 1M — 1 TEOPEME BAKU:

f(@,y) = Ppay ()
3a HEKy TOTaJHy m3padyHmuBy ¢yukuujy k: N — N. Bawxn:

reK & zelW,
& (YY) f(z,y) =0
& (YY) Pr()(y) =0
= (I)k(m) =0
& k(z)e A

omakne ciaemu k: K <,, A, mro je u Tpebajio mokasaTu.

Sanarak 141 Hexa je A= {z |z € E;}. Hoxasamu da eaomcu K <, A, 20e
je K ={x|zeW,}.

Pememe:
Hedurummvo ¢yermmjy f : N2 — N ma crenehn mauums:

|y ,akozcW,
f(x7y)_{T , axo x ¢ W,

dyurnuja [ je u3pauyHBUBA, [Ta HA OCHOBY S — 1M — N T€OPEME BAKU:

[z y) = Py (y)
3a HEKy ToTaJHy m3pauyHmpuBy ¢yeruujy k: N — N. Baxun:

reK & xzeW,
& flz,k(z) = k(z)
& By k(@) = k(z)
& k(z) € B
< k(z) € A,

omakie ciaemu na Baxku k: K <, A, mTo je u Tpebao mOKa3aTwu.

Sanmarak 142 Jloxazamu da je ckyn A p.n. axo u camo axo je A <., K, 20e
je K ={z |z eW,}
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Pememe:

(=)

IIpernocrasumo na je ckyn A p.u. Hexka je ¢pymrmaja f : N2 — N
nedpuHUCcaHa Ha ciaenehu mauwmh:

1 ,akozx €A

sen={ ] mersh

Ckyn A je p.u, na je ¢pyurruja f uszpauynmusa. Ha ocHOBY s—m—n
TEeOpPEMe BaKU:
f(xa y) =~ cI)k(m) (y)
3a HEKy TOTaJHy u3pauyHmuBy ¢GyHruujy k: N — N. Baswun:
reA & flr,k(z)=1
<~ k(x) S Wk(z)
< k(z)e K

omarie ciaemu na k: A <,, K, mro je u Tpebaio mOKa3aTH.

I[Ipernocrasumo na Baxku f : A <,, K, Tj. mpermocraBuMo mna je
f+N — N Toranna, uzpauyHmpuBa QyHKIUja TAKBa 04 je

re€A & f(r) e K.

Ckyn K je p.H, ma, HA OCHOBY Teopeme 3.28, cienu na MOCTOjU U3-
pauyHmuBa QyHKIMja g TakBa ma je K = Dom(g). Basu:
reAd e flx)e K
< f(x) € Dom(g)

< g(f(=) 4
< 2 € Dom(go f).

Ilakne, A = Dom(go f), ma, xako je pyHKIMja go f M3padyHILUBA, HA
ocHOBY Teopeme 3.28, ciemu na je CKym A p.H.

3.8.2 M-eKBUBAJIEHTHOCT M CTEIICHU

Hepununuja 3.36 Crynosu A u B cy m-exkBuBaJsieHTHU, Yy osnayu A =, B
axo u camo axo sancu A <,, B u B <, A.

Teopema 3.33 Pearavuja =, je peaayuja exeusaseHyuje.

Hepunuumuja 3.37 Kaacy exsusasenyuje cxkyna A 3za pesayujy =, Ha3u-
e8amo m-crenenoM cxkyna A, y osnayu d,(A). Haxae,

dm(A) = {B| A=, B}.
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Hepununuja 3.38 Hexa cy a u b m-cmenenu.

(1) Axo nocmoje crynosu A u B maxeu 0a eancu A €a, BeEb u A<, B,
onda mo sanucyjemo a <, b.

(ii) Axo samcu a<b ua#b, onda mo zanucyjemo a <, b.
Hepununuja 3.39 Pesayuja <., je napyujasro ypehemwe m-cmenena.

Banarak 143 Hexa je A pexypsuean cxyn makae da je A # 0 uA #N.
Loxasamu da je A =, A.

Pememe:

Kako je A #0u A#N, 1o je A# 0 u A# N. IHame, ckyn A je
pekyp3uBaH, ma je, Ha ocHOBY Teopeme 3.31 (iv), A <,, A. Omasne, Ha
ocHOBY mcTe Teopeme (ii), Bawu u obpatno, 1j. A <,, A. Ilakmne, Baxu
A<, AuA<,, A nassaun u A=,, A, mTo je u TpebaIO TOKA3ATH.

3anarak 144 Hexa je A DEKYP3UEHO HAOPOJUE AU HE U PEKYDIUSAH CKYN.
Loxasamu da ne samcu A =, A.

Pememe:

[IpernocTaBumMo cympoTHo — na Baxnm A =,, A. Omparie cremu na
A <,, A. Omatne, xako je A pekyp3uBHO HAOPOJUB CKyI, HA OCHOBY
teopeme 3.31 mox (v), cmemu ma je m ckym A TakaB. Kawo cy A m A
PEeKyp3uBHO HaOPOjUBU CKyIOBM, TO, Ha ocHOBY IlocroBe Teopeme (Teo-
pema 3.27), 3Haum na je ckyn A perypasusan. To, mebhyrum, mpoTuspeun
IPEeTIOCTABIM 1A OBaj CKYyHN HUje pexypsusaH. llakie, e Basku A =, A.

3amarar 145 Joxasamu da eaxcu {x | @, je momanna} =, {x | @, = 0}.

Pememe:
Osmaummo ca T ckyn {z | @, je Toramma}, a ca A cxyn {z | &, = 0}.
(T <, A:) Hera je ¢pymsnuja f : N> — N ne¢urucana ma cienehu
HAYUH:

|0 ,akoye W,
f(xay)_{ T ,axoy%Wi

Baxn f(z,y) ~ 0(V,(z,y)), na je ¢pyurnuja f mspauynmusa. Ha ocHOBY
S§— M — n TEeopeMe BaKU:

f(IL', y) = (I)k(x)(y)
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3a HEKy TOTaJHy m3padyyHmuBy ¢yukuujy k: N — N. Bawxn:

reTl & &, je Toranna
& W, =N
& (Wy e,
& (V) flz,y) =
& (v )@Mw()—o
< Py =0
< k(z) € A

Hakne, k: T <, A.

(A <,, T:) Hexa je ¢ymrmmja f : N> — N nepunucana wa ciemehn
HAYWH:

_J 0 ,aro ,(y)=0
f(x’w_{T , aro ®,(y) # 0

IIpenukar ®,(y) = 0 je mapuujansno omryuus, na je pyHrnuja [ U3padyH-
mwuBa. Ha OCHOBY s —m — n TeopeMe Baku:

[ y) = Py (y)
3a HeKy ToTauHy m3pauyampusy ¢yuruujy k: N — N. Bamxun:

reAd s d,=0
& (Vy)Pu(y) =0
& (YY) f(x,y) L
& (YY) Pua)(y) 4
& Py je ToTaTHA
< k(z)eT.

IHakne, Bawu k: A<, T.

3amarar 146 Joxazamu da eaxcu {x | ckyn W, je beckonavan} =,
{z| ®, = 0}.

Banarak 147 Axo 3a A € a ca a* osnanumo m-cmenen dy,(A) doxasamu:
(a) a* ne zasucu 00 A
(6) (aua*)* =aUa"

Pememe:

(a) Tpeba mokaszaru ma 3a IPOU3BOJLHE eJeMEHTe m-creneHa a, A u B,
Bazku d,(A) = d,,(B). To, Ha OCHOBY meduHULUjE M-CTENEHA, 3HAYN
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na A =, B tpeba ma Baxu xan ron je A=,, B:

A=,B&A<,BAB<, A
(Ha OCHOBY HedUHUIMjE peranuje =)
A<, BAB<, A
(ra ocHOBy Teopeme 3.31 (i7))
=A=,, B

(Ha OCHOBY meduUHMIUje peranuje =)

(6) Ha ocuoBy nedununuje m-crenesa u neiy 3a1aTka Iox (a) Hemocpe-
mnHO ce m3Boau ciaenehe tBpheme:

Acas Aca” (3.1)
Capna ce jemHOCTaBHO M3BOAU TPasKeHO TBpheme Ha cienehiv mauun:
AcaUa*©AcavAca®
sAca*VAca
(ma ocmoBy (3.1))
sAcauat

sAc(aua’)’

(ma ocuoBy 3.1)

3.9 Teopeme perkyp3uje

3.9.1 IIpBa Teopema pekyp3uje

Hepuaumuja 3.40 Oneparopom Haszusamo npecaukasamwe ® : F,, — F,
(20e je F,, wnaca ceux napyujasnus gynxuuja uz N™ y N). Onepamop @ je
PEKYDP3UBaH aKO U CAMO aK0 NOCMoju uspauynsuea Gynkyuja ¢ : N1 — N
maxsa da 3a ceary ynrkyuyy f (f € F) u @ (€ N"), y (y € N) samcu:

O(f)(%) ~y & nocmoju konauna Pynrkyuje 6 C f maxea da je (b(é, )~y

(20e je 0 %60 xonaune dynryuge 0).4°

IIpumep 3.7 Onepamop O(f) = 2f je pexypsuean. To ce moxce doxaszamu
ropuwhemem gyrnryuje ¢ : N* — N dedunucane na caedehu navum:

= { 20 TP

I ) , UHAYE

Ollpumernmo na dpysrnuja ¢ He Mopa ma Gyge TOTATHA.
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Pynryuja @ je uUPAUYHHUBE U BANHCU
O(f)(z) ¥y < nocmoju xornawna gyrkyuja @ C f maxea da je (0, ) ~y,

na je onepamop P pexypausan.

Teopema 3.34 (IIpsBa teopema pekypsuje) Hexa je ® : F, — F, pexyp-
sugan onepamop. Tada nocmoju uspauynmusa ynryuje fo @ N* — N xoja
je najmama nHenokpemma mauxa npecaukagamwa ®, mj:

(i) ®(fo) = fa
(i1) Axo je ®(g) = g, onda je fo C g.

Laxane, axo je gynrkyuja fo momanna, onoa je 0Ha jeuna HENOKPEMHA MAYKA
npecaukasana O.%°

IIpumep 3.8 Hexa je pexypsuenu onepamop ® : Fi — Fi dedunucan ca:

®(f)(0) =1
O(f)(z+1) =~ f(z+2)

Hajmama nenokpemua maska 06axo dedunucaroe pekypaueroz onepamopa je
dynxyuja fo 3a xojy je fo(0) =1 u spednocm fo(x + 1) nuje degunucana sa
ceex (x € N).

IIpea Teopema pekyp3uje, uamebhy OCTAJOr, KOPUCTH Ce 32 TaBame
3HAUEHA PEKyP3UBHUM OporpamMmMa (KOoju ce Mory omucarn Be3oM f(Z) =

(£, 7).

Banarak 148 Jlokasamu da nocmoju mauno jeona dynxyuja A : N? — N
K0ja 3000806484 YCAOBE:

(l) A(O’y) =y+1
(i7) A(z+1,0) = Az, 1)
(tii) A(lz+1,y+1) = Az, A(x + 1,9))

u da je oma momaana u uzpauyHsuea.”t

5 .
500Ba Teopema ce WecTo HazWBA TPBOM TEOPEMOM O HEMOKDETHO] TAYKM, OTHOCHO
IPBOM TeopeMoM O ¢uKCHOj Tauku. Jloras Teopeme ce moxe Hahm y [4].
51y omemky 3.3.1 cMo Ha OBaj Haume medpuHECATH AKepMAHOBY (YHKIU]Y.
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Pememe:
Hedurnmumo onepatop P : Fy — Fy Ha caenehwn HavwnH:

2(f)(0,y) =y +1
o(f)(z+1,0) = f(z,1)
‘P(f)(.’]&‘—i— Ly+ 1) = f(a:,f(m+ 17y))

Jloka:kMMO Ia je OBaKO Ne(pUHUCAH OIEPATOP PEKYP3UBAH.

Hedurnmumo ¢yurmmjy ¢ : N3 — N ma caenehn mauun:

$(0,0,y) =y +1
(0,2 +1,0) = 0(x,1)
P02+ 1,y+1) =0z, f(x+ 1,y))

Kopucrehu meTon amasoran oHoM KopumrhernoMm y 3amatky 71 u TBpheme o
eperTuBHO] HAOpOjUBOCTU cBUX URM mporpama (teopema 3.11), ma, ua oc-
HOBYy YepuoBe Te3de, ¥ CBUX M3PAUYHILMBUX (QYHKIUja, MOXKE Ce TOKa3aTHU
na je pyHEnuja ¢ m3pauyamsuBa. To 3maum na matu omepartop, P, jecte
pekyp3uBan. OTyzna, Ha OCHOBY IpBe TeopeMe perypauje (Teopema 3.34),
nocroju uspauynsuea Gysrmaja fe : N2 — N Koja je HEIOKpeTHa Tauka
npeciukaBama O, 1j. ®(fp) = fo, nan npeunsuuje:

fe(0y) =y +1
fq;.(a? + 1,0) = fq;.(x71)

IIpumernmo na ¢pyurnmja A nepunucana jenaakoctuma (i)-(4ii) 3a10B0-
JbaBa OBE yCJOBE, Tj. Ja OHA jeCcTe HEIOKPETHA Tauyka IpeciukaBama P.
Ako je oBa (yHKIUja jOII U MOMAANG, OHOA he OHA, HA OCHOBY IIPBE
TeopeMe pekyp3uje (reopema 3.34), OGutu u jeduna HEMOKPETHA TAUKA
npeciukaBama P, To ject jennaroctu (¢)-(iii) he 3amoBomaBaTy TauvHO
jemua ¢ymrmmja A. lorkaskmmo, makie, na (GyHEROUja meduHUCAHA jen-
naxkoctuma (4)-(ii4) jecre Toranna. Jloka3 M3BOAMMO WMHIYKIUjOM IO Z.

3a ¢ = 0 Baskn A(0,y) = y + 1 (ma ocHOBY jemmarocru (7)), ma je
spexuoct A(0,y) nedpunrcana 3a cBe mpuponHe Gpojese y.

IIpermocrasumo na je spemnoct A(z,y) mepuHmcama 3a CBe TPUPOTHE
6pojeBe Yy M DOKAKUMO Ha UCTO Basky U 3a BpenuocT A(x+ 1,y). To hemo
yuuHEUTH Kopuctehn manyrnujy mo y.

3ax = 0 Bakn A(x+1,0) = A(x,1) (ma ocHOBY jennarocT (i7)), Ia KAKO
je, Ha OCHOBY MHIYKLIMjCKe IpermnocTraBke, Bpenuoct A(x, 1) medpunucana,
ncro Basku u 3a Bpemuoct A(z + 1,0).

Iame, npernocrasuMo xa je spemuoct A(x+ 1,y) nepunucana u qoxa-
SKUMO na TO Bayku u 3a Bpensoct A(x+1,y+1). Ha ocroBy jemuaxocru (i)
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Baskn A(z+1,y+1) = A(z, A(z+1,y)). Bpemnocr A(z+1,y) je nepunncana
(Ha OCHOBY MHIYKIMjCKe OPETIOCTaBKe (3a ¥)), Ha je OHma NepUHUCAHA U
Bpensoct A(x, A(x+1,y)) (Ha OCHOBY MHIYKLMjCKe IPETIOCTaBKe (3a T)).
Oryna, nepunucana je u Bpennoct A(x + 1,y + 1).

Iakne, Bpenuoct A(z,y) je medpuHucana 3a cBe HpupoaHe GpojeBe T U
Yy, Tj. ¢pyuruuja A je ToragHa, mWTO je u Tpebaso KOKA3ATH.

3.9.2 JIpyra TeopeMa pekyp3uje

Teopema 3.35 (Ilpyra teopema perypauje) Hexa je f momaana ynapha
uspanynpuea gynryuja. Tada nocmoju epednocm n (n € N) maxea da je®?

Lfn) = On.
Jloxa3:

Ha ocHOBYy $s—m—n Teopeme, IOCTOjU TOTAIHA U3PAUYHUBA (YHKIN]A
s: N — N raxsa na 3a cse Bpensoctu ¥ (z € N) Basku:

rIe U3pa3 Ha JEeBOj CTPAHU He MOpa yBek na Oyme medpuuucan. Hera je m
BpenHOCT TakBa na je s = ®,,. Tana Baku:

D0, (2)(¥) = o, (2) (V)
3az=mun=®,(m) nobujamo:

Drin)(y) = 0 (y),

mTO HokKa3yje TBpheme Teopeme. O

ITocanemuna 3.2 Axo je f momaana yrapra uspauwyrwueds Pynrkyuja, onda
nocmoju epednocm n (n € N) maxea da saxncu:

Wf(n) =W, A Ef(n) =F,.

Iocnemuna 3.3 Axo je f : N — N uspauynwuea gynryuja, onda nocmoju
epedrnocm e € N maxea da 3a cae 8pEOHOCTNU Y BANCU:

fle,y) = @c(y).

520Ba Teopema ce WecTO Ha3WUBA APYTOM TEOPEMOM O HENMOKDPETHO] TAUKU, OTHOCHO
OPYTOM TE€OPEMOM O (PUKCHOj TaUKHU.
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Ioka3s:
Kaxko je f uzpauynmuBa QyHEIUja, HA OCHOBY S — M —Nn TEOPEMeE CJieau
[a IOCTOju ToTajHa m3padyHpuBa Gyarmuja k: N — N Taksa na Bakn:

f(@,y) = Pria)(y)-

C mpyre cTpaHe, Ha OCHOBY APYre T€OPEME O HEIOKPETHO] Tauky (Teopema
3.35), nmocroju Bpenroct e (e € N) rakBa na BasKu:

Do) = Pe.
3a Ty, pUKCUpaHy BPEIHOCT € BAKU:

f(€7y) = (I)k(e) = q)e(y)'

Samarak 149 /loxaszamu da saxncu:

(Fn)(Vx) @, (x) = 2™

Pememe:
Heduaumumo ¢yurmujy f: N2 — N Ha crenehu mauwms:

f(m,z) =a™.

dyuruuja f je uapauynmuBa, ma, Ha OCHOBY IOcJequne 3.3 Apyre TeopemMe
O HEIIOKPeTHO] Tauku, 3a cBe Bpenuoctu x (x € N) Basku:

(3n) f(n,z) = Bp(2),

OOHOCHO

(3n) &, (x) = 2".

Sanmarak 150 Jloxazamu da nocmoju npupodar 6poj n maxae da eancu W,, =
E, = {n}.

Pememe:
Heduaummvo ¢yurmumjy f : N2 — N ma crenehu mauwmm:

0 ,akoz =y

f(wy) ~ { T uHaue

)

dyurmnuja [ je uzpauyHsLuBa, a, HA OCHOBY S — 11, — 1. TEOPEME, IMOCTOjU
ToTangHa m3pauyumsuBa pyarnmja k: N — N TakBa ga BasKu:

f(IL', y) = (I)k(x)(y)
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Ha ocHoBy mpyre Teopeme 0 HEMOKpeTHO] Taukn (Teopema 3.35), mocroju
speanoct n (n € N) 3a kojy je

Ppn) = P,
Heka je n jemna takBa BpemHOCT. 3a BY OHIA BAKU U:

f(n,y) ~ @u(y) (3.2)

3a cBe Bpemuoctu y (y € N). IloraskuMo na oBa BPEAHOCT 3aI0BOJHABA
3a0aTU yCJIOB.

W ={y | ®n(y) 1}
={y | f(n,y) 1}
(ma ocuoBy (3.2))

={yly=n}
(ma ocHOBYy neduHMIIje dyHEKUMjEe f)

={n}

=P ({n})

(Ha OCHOBY TOpH-€ jeIHAKOCTN)

={n}
(ua ocuoBy (3.2) u nedununuje pyuruuje f)
Samarak 151 Hcenumamu da au nocmoju npupodar 6poj x maxas 0a P, (y) ~

®,(x) eaxcu 3a cee npupodne bpojese y.

Pememe:
Heduaumumo ¢yurmmjy f: N2 — N Ha crenehu mauwmn:

dyurnuja f je uzpauyH/sLuBa, a, HA OCHOBY S — 11 — 1. TEOPEME, IMOCTOjU
ToTasHA M3pavuyHpuBa ¢yHkmuja k: N — N TaxkBa na Baxu:

f(@,y) = Ppy (v)

Ha ocHOBy mpyre Teopeme 0 HEMOKPETHOj Tauku (Teopema 3.35), mocroju
speanoct x (x € N) 3a kojy je

D(z) = Do
Heka je x jemma TtakBa Bpemnoct. M3 mocienme nBe je AHAKOCTHU CJIEIUA 14,

flz,y) = @.(y)
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3a cse Bpemaoctu y (y € N). Ha ocHOBY mocienme jeIHAKOCTU U HAUMHA
Ha KOju je meduHmcana ¢yHKIUMja f caequ na je

3a cee y (y € N).

3amarak 152 Hexa je cxyn A menpasan, npasu nodckyn ckyna CV . Toxa-
samu da cxyn A = {x | ®, € A} nuje pexypsuean.’?

Pememe:

IIpernocrasumo cynporno — ma ckyn A jecre perypsusan. Cryn A je
mempasaH, npasu noackyn ckyma CV), ma mocroje BpemmocTu a u b Takse
na jea € Aub¢ A, 3a re, purcupane BpemgHOCTU ¢ U b, mepurHUIIIMO
¢yurmujy f: N — N na crenehwn naunn:

f(;z:)—{ b ,akozxz € A

a ,axox ¢ A

Ckyn A je, HA OCHOBY NUpPETHOCTABKE, PEKyp3uBaH, ma je ¢yHruuja f
r3pauyHmuBa. Ha OCHOBY Apyre TeopeMe O HENOKPETHO] Tauku (Teopema
3.35) caenu ma nocroju Bpenuoct n (n € N) TakBa na BaKu:

Prin) = Pn-
3a Ty, puUKCUpaHy BPEIHOCT N BAKU:

f(n) €A & q)f(n) eA
(na ocHOBY nedununuje ckyna A)
&0, c A
(jep je Pf(ny = Py)
&ned

(ma ocHOBY nedununuje ckyna A)
MTO IpOTUBpeun AepmHunujn GyHrnuje f, Ha OCHOBY KoOje je
flx)e A & z¢ A

Haxrne, ckyn A HUje pekyp3uBaH.

Banmarak 153 Hexa je f momaara yrnapra uspawyrsusa gynryuja. Joxasa-
mu da nocmoju beckonauro mroeo epednocmu n (n € N) maxeur da saxcu:

Csm) = Pn-

53MIpumerunmo na je TBpheme koje Tpeba mokazaru exBuBadenTHO TBphHemy Pajcose
Teopeme (Treopema 3.19).
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Pememe:
Heka je k mpoussosman npuponan 6poj. Hera je BpemmocT ¢ TakBa ma
BayKU

. # O, Py, ..., Dy

Hanomumemo na oBakBa BPEAHOCT MOCTOjU, jep U3PAUYHIbUBUX (yHKII]A
uMa OECKOHAYHO MHOTIO.
Hedpmunmumvo ¢pyurmujy g : N — N Ha caenehu Hauws:

c , ako x < k

9@):{ f(z) ,ako x>k

Ipemuratu © < k u ¢ > k cy oanydusu, na je GpyHKIUja g N3padyHJ/LUBA.
Ha ocuoBy mpyre teopeme o HENOKpeTHO] Tauku (Teopema 3.35) mocroju
BPEIHOCT 1 TaKBa Ja BayKuU:

By = Py

g(n)

He Bamu n < k (jep us n < k cnemn @4,y = &, # ®,). akie, Bakn
n>kwugn)=f(n), maje ®¢p) = Pyp) = Pp, Tj. n je HEIOKpPeTHA TaUKa
3a ¢yurnujy f. Kako je n > k, a k je mpou3Bo/bHA BPEIHOCT, ClIEnN 1A
nocroju 6eckoHayHO MHOrO BpenHocty 1 (n € N) TakBux na Baku:

Pf(n) = Pn,
mTo je u Tpebasio mokaszaTu.

Bamarak 154 Hexa je f : N — N momaana pacmyhe $yrnryujo maxea da
sancu:

(i) Axom #n, onda Cpimy # sy
(it) Bpeonocm f(n) je najmanwu underc gyrnryuje @ ¢(y).
[okaszamu da dyrwkuuja f Huje uspanynousa.
Pememe:
IIpernocraBumo cynporao — na ¢yukuuja f jecre mapauynmusa. Ha

ocHOBY ycnoBa (i), GpyHEuMja [ HUje MOEHTUYKA (QYHKIUja, A, KAKO OHA
jecre pacryha, mocroju Bpensoct k TakBa ma je

f(n) >n zan>k,
omakJie, HA OCHOBY ycioBa (ii), cienu
q)f(n) 75 ®, zan> k.

C mpyre crpane, ¢pyHruuja f je ToranHa mapavyHsuBa QyHKIUja, ma, Ha
OCHOBY 3amaTka 153, mocToju BpemHOCT M > k TakBa mna je Dy = P,
wro nporuspeun ycaosy (i). Hakae, pynrnuja [ HUje M3padyHILUBA, IITO
je u Tpebasio JOKa3aTH.
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3amarak 155 Pynwxyuja f: N — N je momaara u uspauynpuea.

(a) Zoxazamu da nocmoju npupodan b6poj n maras 0a saxncu P ¢, 41999) =

D,

(6) Hoxaszamu da nocmoju npupodan 6pojn maxae da eaxncu P g,y = 1999

Pememe:

(a)

Hepraumumo ¢yurimjy g : N — N Ha caenehu mauusn:
g(n) = f(n+ 1999)

dyurnuja f je TorasHa u M3padyHIbUBA, IIa je TaKBa U (GyHKIUja ¢.
Ha ocuoBy mpyre teopeme pekyp3uje (3.35), mocToju BpemHocTt n
(n € N) TakBa Ia BaKu:

(I)g(n) = @n
33. TaKBY BPE€IHOCT T, Ha OCHOBY IIOCJIEOH-€ OBE je,Z[HaKOCTI/I, BaKN:

D ¢(nt1999) = P,
mTo je u Tpebaiio MmoKa3aTu.

Hedurnmumvo pyarmujy g : N — N vHa cnemehu mauwms:
g(n) = f(n=1999)

dyuruuja f je ToTasHA M M3padyHUBA, Ia je TakBa U (YHKIUjA
g. Ha ocuoBy 3amarka 153 cimemu na moctoju OECKOHAYHO MHOIO
Bpenuoctu m (m € N) rakBux na Basku P ®,,. Ilakne, mocToju
Bpexuoct n' (n' > 1999) 3a xojy Bakwm

g(m) =

Pg(n) = P
Tana Basku:
Dy = Ppinr~1999) = P (3.3)
Hera je n’ jemma Taksa BpemmocT u n = n'=~1999. Kako je n’ > 1999
caema ma je n' = n + 1999. Kopucrehim 0By jemHakocT, HA OCHOBY

(3.3), moGujamo:
Psn) = Pnt1999,

YyyMe CMO IOKAa3aJii Tpa:keHo TBpDheme.
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