
Teorija Morsa 2007/08. Qetvrti doma�i zadatak

(1) (a) Kojim vektorskim po	em je generisano dejstvo x 7→ x cos t + y sin t,
y 7→ −x sin t + y cos t grupe R na M = R2? Nacrtati to po	e.

(b) Na�i dejstvo grupe R na M = R2 generisano vektorskim po	em
X = y ∂

∂x − g ∂
∂y (g je realna konstanta) i nacrtati �egove orbite.

(2) Neka je φ : M → N glatko preslikava�e, X vektorsko po	e na M i η
diferencijalna forma na N .
(a) Da li je sa Y := φ∗X dobro definisano vektorsko po	e na N?

(Odgovor: ne.)
(b) Da li je sa ζ := φ∗η dobro definisana diferencijalna forma na

M? (Odgovor: da.)
(v) Dokazati da, kada sa Y := φ∗X jeste dobro definisano vektorsko

po	e na N , φ preslikava integralne krive vektorskog po	a X u
integralne krive vektorskog po	a Y .

(g) Ako je φ difeomorfizam i W vektorsko po	e na N , da li je sa
V := φ∗W := (φ−1)∗W dobro definisano vektorsko po	e na M?

(3) Neka je φt : M → M jednoparametarska familija difeomorfizama
generisana vektorskim po	em X i ψ : M → M difeomorfizam. Do-
kazati da je ψ∗X = X ako i samo ako je ψ ◦ φt = φt ◦ ψ.

(4) Neka su φt i ψt jednoparametarske familije difeomorfizama kom-
paktne mnogostrukosti M , φt generisana vektorskim po	em X, a ψt

vektorskim po	em Y .
(a) Dokazati da je φ∗t X = X i ψ∗t Y = Y .
(b) Ispitati ekvivalentnost slede�ih tvr�e�a:

♠ [X, Y ] = 0;
♦ φ∗t Y = Y i ψ∗t X = X;
♥ φt ◦ ψt = ψt ◦ φt;
♣ X + Y generixe jednoparametarsku familiju φt ◦ ψt.

(5) Dokazati da vektorska po	a X = y2 ∂
∂x i Y = x2 ∂

∂y u ravni R2 generi-
xu jednoparametarske familije difeomorfizama definisane za svako
t ∈ R, a vektorsko po	e X + Y ne.

(6) Neka je X := (ξ1, . . . , ξn) vektorsko po	e na Rn koje generixe jednopa-
rametarsku familiju difeomorfizama φt : Rn → Rn definisanu za
svako t ∈ R i neka je g : Rn → R glatka funkcija.
(a) Dokazati: d

dtg ◦ φt = d
dtφ

∗
t g = φ∗t LXg = LXφ∗t g.

(b) Dokazati da je funkcija f(t, x) = g(φt(x)) (gde je x := (x1, . . . , xn))
rexe�e parcijalne diferencijalne jednaqine

∂f

∂t
(t, x) =

n∑

k=1

ξk(x)
∂f

∂xk
(t, x), f(0, x) = g(x).

(v) Na�i rexe�e f(t, x, y) parcijalne diferencijalne jednaqine
∂f

∂t
= y

∂f

∂x
− x

∂f

∂y
, f(0, x, y) = y sin x.

(7) Neka je Xt familija vektorskih po	a. Dokazati
(a) sa dφt

dt = Xt ◦ φt, φ0 = id je dobro definisana familija difeomor-
fizama φt;

(b) φt+s = φt ◦ φs ako i samo ako Xt ne zavisi od t.
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