
Teorija Morsa 2007/08. Osmi doma�i zadatak

(1) Neka je f : M → RMorsova funkcija qiji Morsov polinom Mt(f) nema
uzastopnih stepena promen	ive t. Dokazati da je Mt(f) = Pt(M), gde
je Pt(M) Poenkareov polinom mnogostrukosti M .
Definicija. Morsova funkcija f : M → R za koju je

Mt(f) = Pt(M)

naziva se savrxenom Morsovom funkcijom.
(2) Dokazati da mnogostrukost koja dopuxta savrxenu Morsovu funkciju

ima homologiju bez torzije. Dati primer mnogostrukosti koja ne do-
puxta savrxenu Morsovu funkciju. Dati primer savrxene Morsove
funkcije.

(3) Neka je T2 = R2/Z2 torus sa metrikom nasle�enom iz R2. Dokazati da
je sa f(x, y) = cos (2πx) + cos (2πy) dobro definisana Mors{Smejlova
funkcija na T2. Na torusu predstav	enom kao kvadrat sa identifiko-
vanim naspramnim stranicama nacrtati kritiqne taqke funkcije f i
gradijentne linije koje ih povezuju. Da li je f savrxena Morsova
funkcija?

(4) Neka je RP 2 = D/∼ projektivna ravan dobijena od jediniqnog diska
D := {|z| ≤ 1} identifikacijom eiθ ∼ ei(θ+π). Dokazati da je sa
f(x, y) = 2x2 + y2 + 1 dobro definisana funkcija na RP 2 i nacrtati
�ene kritiqne taqke i gradijentne linije koje ih spajaju u odnosu na
metriku nasle�enu iz D. Da li je f Morsova funkcija? Da li je f
Mors{Smejlova funkcija?

(5) Neka je (M, g) Rimanova mnogostrukost sa Rimanovom metrikom g i
neka je f : M → R glatka funkcija. Dokazati da je podmnogostrukost
N ⊂ M invarijantna u odnosnu na gradijentni tok funkcije f ako i
samo ako je, za svako x ∈ N ,

(TxN)⊥ ⊂ ker df(x),

gde je (TxN)⊥ ortogonalni komplement tangentnog prostora TxN u
TxM u odnosu na metriku g.

(6) Neka je M glatka mnogostrukost i g1, g2 dve Rimanove metrike na �oj.
Dokazati da Morsova funkcija f : M → R ima isti gradijentni tok
u odnosu na g1 i g2 ako i samo ako su ispu�ena slede�a dva uslova:
(α) (∀x ∈ M)∇g1f(x) ⊥g2 ker df(x)
(β) (∀x ∈ M) ‖∇g1f(x)‖g1 = ‖∇g2f(x)‖g2 ,
gde je ∇gf gradijent u odnosu na metriku g, ⊥g ortogonal u odnosu na
metriku g i ‖ · ‖g norma indukovana metrikom g.

(7) Neka je M glatka mnogostrukost, g0, g1 dve Rimanove metrike na �oj i
f : M → R Morsova funkcija koja ima isti gradijentni tok u odnosu
na g0 i g1. Dokazati da f ima isti gradijentni tok u odnosu na Ri-
manovu metriku tg1 + (1− t)g0 za svako t ∈ [0, 1].
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