
Teorija Morsa 2007/08. Deveti doma�i zadatak

(1) Izraqunati homologiju Morsovog lanqastog kompleksa funkcije vi-
sine na sferi Sn direktno, bez poziva�a na Teoremu o Morsovoj ho-
mologiji.

(2) Konstruisati Morsovu funkciju na S1 sa 4 kritiqne taqke i izraqu-
nati homologiju �enog Morsovog lanqastog kompleksa direktno, bez
poziva�a na Teoremu o Morsovoj homologiji.

(3) Neka je f(x, y) = cos (2πx)+cos (2πy) definisana na torusu T2 predsta-
v	enom kao kvadrat sa identifikovanim suprotnim stranama; [0, 1]×
[0, 1]/∼. Direktno, bez poziva�a na Teoremu o Morsovoj homologiji,
izraqunati homologiju lanqastog kompleksa C∗(f).

(4) Izraqunati homologiju projektivne ravni koriste�i Teoremu o Mor-
sovoj homologiji i pogodno izabranu Mors{Smejlovu funkciju.

(5) Izvesti Morsove nejednakosti iz Teoreme o Morsovoj homologiji.
(6) Neka je f : M → R Morsova funkcija i (Ck(f), ∂k) �en Morsov lanqa-

sti kompleks.
(a) Dokazati da je sa Ck(f) := Hom (Ck(f),Z2) i

(∀α ∈ Ck(f)) (∀x ∈ Critk(f)) 〈δkα, x〉 = 〈α, ∂k+1x〉
dobro definisan kolanqasti kompleks (Ck(f), δk).

(b) Dokazati ,,Poenkareovu dualnost"
Hk(f) ∼= Hn−k(−f).

(7) Neka su f1 : M1 → R i f2 : M2 → R Morsove funkcije.
(a) Dokazati da je sa

f1 ⊕ f2 : M1 ×M2 → R, f1 ⊕ f2(x1, x2) := f1(x1) + f2(x2)

definisana Morsova funkcija na M1 ×M2.
(b) Dokazati da je

Critk(f1 ⊕ f2) =
⋃

i+j=k

Criti(f1)× Critj(f2).

(v) Dokazati da je
C∗(f1 ⊕ f2) = C∗(f1)⊗ C∗(f2).

(g) Koriste�i (v) definisati ,,kros{proizvod"
× : Hk1(f1)⊗Hk2(f2) → Hk1+k2(f1 ⊕ f2).

(d) Neka je f : M → R Morsova funkcija. Dokazati da preslikava�e
∆ : Crit(f) → Crit(f)× Crit(f), x 7→ (x, x)

indukuje homomorfizme
∆∗ : Hk(f) → Hk(f ⊕ f), ∆∗ : Hk(f ⊕ f) → Hk(f).

(�) Neka je f : M → R Morsova funkcija. Koriste�i (g), (d) i Za-
datak 6 dokazati da je sa ∪ := ∆∗ ◦ × dobro definisan ,,kap{
proizvod"

∪ : Hk1(f)⊗Hk2(f) → Hk1+k2(f)

koji je bilinearan i graduisano komutativan.
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